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5.1 Operaţii cu vectori şi matrice . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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6 Subspaţii vectoriale ı̂n Rn 135

6.1 Subspaţiile fundamentale ale matricei reale m × n . . . . . . 135

6.1.1 Subspaţiul coloanelor . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135

6.1.2 Subspaţiul liniilor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

6.1.3 Nucleul matricei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6.2 Incluziunea şi egalitatea de subspaţii . . . . . . . . . . . . . . 148
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POSDRU/56/1.2/S/32768 – ii – Matematică prin MATHEMATICA
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Prefaţă

Cartea de faţă a fost elaborată ı̂n cadrul proiectului

POSDRU/56/1.2/S/32768, “Formarea cadrelor didactice universitare şi a

studenţilor ı̂n domeniul utilizării unor instrumente moderne de predare-

ı̂nvăţare-evaluare pentru disciplinele matematice, ı̂n vederea creării de

competenţe performante şi practice pentru piaţa muncii”, finanţat din

Fondul Social European şi implementat de către Ministerul Educaţiei,

Cercetării, Tineretului şi Sportului, ı̂n colaborare cu The Red Point, Oa-

meni şi Companii, Universitatea din Bucureşti, Universitatea Tehnică de

Construcţii din Bucureşti, Universitatea “Politehnica” din Bucureşti, Uni-

versitatea din Piteşti, Universitatea Tehnică “Gheorghe Asachi” din Iaşi,

Universitatea de Vest din Timişoara, Universitatea “Dunărea de Jos” din

Galaţi, Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca, Universitatea “1 Decem-

brie 1918” din Alba-Iulia. Proiectul contribuie ı̂n mod direct la realizarea

obiectivului general al Programului Operaţional Sectorial de Dezvoltare a

Resurselor Umane POSDRU şi se ı̂nscrie ı̂n domeniul major de intervenţie

1.2 Calitate ı̂n ı̂nvăţământul superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ale disciplinelor

matematice la cerinţele pieţei muncii şi crearea de mecanisme şi instrumente

de extindere a oportunităţilor de ı̂nvăţare. Evaluarea nevoilor educaţionale

obiective ale cadrelor didactice şi studenţilor legate de utilizarea matematicii

v



ı̂n ı̂nvăţământul superior, masterate şi doctorate precum şi analizarea efi-

cacităţii şi relevanţei curriculelor actuale la nivel de performanţă şi eficienţă,

ı̂n vederea dezvoltării de cunoştinţe şi competenţe pentru studenţii care

ı̂nvaţă discipline matematice ı̂n universităţi, reprezintă obiective specifice de

interes ı̂n cadrul proiectului. Dezvoltarea şi armonizarea curriculelor univer-

sitare ale disciplinelor matematice, conform exigenţelor de pe piaţa muncii,

elaborarea şi implementarea unui program de formare a cadrelor didactice şi

a studenţilor interesaţi din universităţile partenere, bazat pe dezvoltarea şi

armonizarea de curriculum, crearea unei baze de resurse inovative, moder-

ne şi funcţionale pentru predarea-̂ınvăţarea-evaluarea ı̂n disciplinele mate-

matice pentru ı̂nvăţământul universitar sunt obiectivele specifice care au ca

răspuns materialul de faţă.

Formarea de competenţe cheie de matematică şi informatică presupune

crearea unor abilităţi de care fiecare individ are nevoie pentru dezvoltarea

personală, incluziune socială şi inserţie pe piaţa muncii. Se poate constata

ı̂nsă că programele disciplinelor de matematică nu au ı̂ntotdeauna ı̂n vedere

identificarea şi sprijinirea elevilor şi studenţilor potenţial talentaţi la mate-

matică. Totuşi, studiul matematicii a evoluat ı̂n exigenţe, ajungând să ac-

cepte provocarea de a folosi noile tehnologii ı̂n procesul de predare-̂ınvăţare-

evaluare pentru a face matematica mai atractivă. În acest context, ana-

liza flexibilităţii curriculei, ı̂nsoţită de analiza metodelor şi instrumentelor

folosite pentru identificarea şi motivarea studenţilor talentaţi la matematică

ar putea răspunde deopotrivă cerinţelor de masă, cât şi celor de elită.

Viziunea pe termen lung a acestui proiect preconizează determinarea

unor schimbări ı̂n abordarea fenomenului matematic pe mai multe planuri:

informarea unui număr cât mai mare de membri ai societăţii ı̂n legătură cu

rolul şi locul matematicii ı̂n educaţia de bază, ı̂n instrucţie şi ı̂n descoperirile

ştiinţifice menite să ı̂mbunătăţească calitatea vieţii, inclusiv popularizarea

unor mari descoperiri tehnice, şi nu numai, ı̂n care matematica cea mai

avansată a jucat un rol hotărâtor. De asemenea, se urmăreşte evidenţierea
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a noi motivaţii solide pentru ı̂nvăţarea şi studiul matematicii la nivelele de

bază şi la nivel de performanţă; stimularea creativităţii şi formarea la vi-

itorii cercetători matematicieni a unei atitudini deschise faţă de ı̂nsuşirea

aspectelor specifice din alte ştiinţe, ı̂n scopul participării cu succes ı̂n echipe

mixte de cercetare sau a abordării unei cercetări inter şi multi disciplinare;

identificarea unor forme de pregătire adecvată de matematică pentru vi-

itorii studenţi ai disciplinelor matematice, ı̂n scopul utilizării la nivel de

performanţă a aparatului matematic ı̂n construirea unei cariere profesion-

ale.

MATHEMATICA este un software pentru calcul matematic. Prin in-

termediul unei interfeţe simple şi intuitive este un instrument ideal pentru

profesioniştii care au nevoie de soluţii rapide ale unor probleme tehnice.

Poate efectua la fel de bine atât calcul numeric, cât şi simbolic. Rezolvă

ecuaţii algebrice şi diferenţiale, calculează derivate, primitive şi integrale

definite, sume şi produse, serii de funcţii.

Execută diverse operaţii asupra matricelor, factorizează polinoame, ana-

lizează date, desenează grafice şi animaţii.

Are comenzi de import şi export de date, interpolări, transformate

Fourier şi Laplace, precum şi un set quasi-complet de funcţii speciale şi

constante matematice.

O prezentare exhaustivă a programului MATHEMATICA este aproape

imposibilă.

Prezenta lucrare ı̂şi propune introducerea cititorului ı̂n folosirea acestui

program prin exemplificarea unui subset de comenzi mai des folosite.

Eventuale nedumeriri vor fi lămurite de cititor prin intermediul help-ului

bine structurat şi complet al programului. În această lucrare s-a folosit

versiunea 7 a programului MATHEMATICA.

Repartizarea capitolelor pe autori este următoarea:

partea I, Mircea Ivan, Gloria Cosovici şi Daniela Inoan; partea II, Teodor

Stihi; partea III, Ariadna Pletea; partea IV, Gloria Cosovici.
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Partea I

Comenzi ale programului

MATHEMATICA

1





1

Comenzi specifice calculului diferenţial

1.1 Comenzi pentru derivare şi diferenţiere

1.1.1 Comanda Derivative

1.1.1 Derivative [n1, n2, . . .][f ][x1, x2, . . .]

Calculează derivata

∂n1+n2+∙∙∙

∂xn1∂xn2 . . .
f(x1, x2, . . .) = f (n1,n2,...)(x1, x2, . . .)

Modul de utilizare al comenzii Derivative este explicitat de

următoarele tabele generate cu MATHEMATICA.

3



1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENŢIAL

Grid[{{" ", "D[f[x],x]"},Grid[{{" ", "D[f[x],x]"},Grid[{{" ", "D[f[x],x]"},

{"StandardForm", StandardForm[D[f [x], x]]},{"StandardForm", StandardForm[D[f [x], x]]},{"StandardForm", StandardForm[D[f [x], x]]},

{"InputForm", InputForm[D[f [x], x]]},{"InputForm", InputForm[D[f [x], x]]},{"InputForm", InputForm[D[f [x], x]]},

{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x], x]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x], x]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x], x]]}}

, Frame → All], Frame → All], Frame → All]

D[f[x],x]

StandardForm f ′[x]

InputForm Derivative[1][f ][x]

TraditionalForm f ′(x)

Grid[{{" ", "D[f[x],{x,n}]"},Grid[{{" ", "D[f[x],{x,n}]"},Grid[{{" ", "D[f[x],{x,n}]"},

{"StandardForm", StandardForm[D[f [x], {x, n}]]},{"StandardForm", StandardForm[D[f [x], {x, n}]]},{"StandardForm", StandardForm[D[f [x], {x, n}]]},

{"InputForm", InputForm[D[f [x], {x, n}]]},{"InputForm", InputForm[D[f [x], {x, n}]]},{"InputForm", InputForm[D[f [x], {x, n}]]},

{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x], {x, n}]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x], {x, n}]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x], {x, n}]]}}

, Frame → All], Frame → All], Frame → All]

D[f[x],{x,n}]

StandardForm f (n)[x]

InputForm Derivative[n][f ][x]

TraditionalForm f (n)(x)

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 4 – Matematică prin MATHEMATICA



1.1. COMENZI PENTRU DERIVARE ŞI DIFERENŢIERE

Grid[{{" ", "D[f[x,y],x,y]"},Grid[{{" ", "D[f[x,y],x,y]"},Grid[{{" ", "D[f[x,y],x,y]"},
{"∂x,yf[x,y] ", ∂x,yf [x, y]} ,{"∂x,yf[x,y] ", ∂x,yf [x, y]} ,{"∂x,yf[x,y] ", ∂x,yf [x, y]} ,

{"StandardForm", StandardForm[D[f [x, y], x, y]]},{"StandardForm", StandardForm[D[f [x, y], x, y]]},{"StandardForm", StandardForm[D[f [x, y], x, y]]},
{"InputForm", InputForm[D[f [x, y], x, y]]},{"InputForm", InputForm[D[f [x, y], x, y]]},{"InputForm", InputForm[D[f [x, y], x, y]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x, y], x, y]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x, y], x, y]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x, y], x, y]]}}
, Frame → All], Frame → All], Frame → All]

D[f[x,y],x,y]

StandardForm f (1,1)[x, y]

InputForm Derivative[1, 1][f ][x, y]

TraditionalForm f (1,1)(x, y)

Grid[{{" ", "D[f[x,y],{x,m},{y,n}]"},Grid[{{" ", "D[f[x,y],{x,m},{y,n}]"},Grid[{{" ", "D[f[x,y],{x,m},{y,n}]"},
{"StandardForm", StandardForm[D[f [x, y], {x,m}, {y, n}]]},{"StandardForm", StandardForm[D[f [x, y], {x, m}, {y, n}]]},{"StandardForm", StandardForm[D[f [x, y], {x,m}, {y, n}]]},
{"InputForm", InputForm[D[f [x, y], {x, m}, {y, n}]]},{"InputForm", InputForm[D[f [x, y], {x, m}, {y, n}]]},{"InputForm", InputForm[D[f [x, y], {x,m}, {y, n}]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x, y], {x, m}, {y, n}]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x, y], {x,m}, {y, n}]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x, y], {x, m}, {y, n}]]}}
, Frame → All], Frame → All], Frame → All]

D[f[x,y],{x,m},{y,n}]

StandardForm f (m,n)[x, y]

InputForm Derivative[m, n][f ][x, y]

TraditionalForm f (m,n)(x, y)
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENŢIAL

Grid[{{" ", "D[f[x,y],{{x,y}}]"},Grid[{{" ", "D[f[x,y],{{x,y}}]"},Grid[{{" ", "D[f[x,y],{{x,y}}]"},
{"StandardForm", StandardForm[D[f [x, y], {{x, y}}]]},{"StandardForm", StandardForm[D[f [x, y], {{x, y}}]]},{"StandardForm", StandardForm[D[f [x, y], {{x, y}}]]},
{"InputForm", InputForm[D[f [x, y], {{x, y}}]]},{"InputForm", InputForm[D[f [x, y], {{x, y}}]]},{"InputForm", InputForm[D[f [x, y], {{x, y}}]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x, y], {{x, y}}]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x, y], {{x, y}}]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[D[f [x, y], {{x, y}}]]}}
, Frame → All], Frame → All], Frame → All]

D[f[x,y],{{x,y}}]

StandardForm
{
f (1,0)[x, y], f (0,1)[x, y]

}

InputForm {Derivative[1, 0][f ][x, y], Derivative[0, 1][f ][x, y]}

TraditionalForm
{
f (1,0)(x, y), f (0,1)(x, y)

}

Grid[{{"StandardForm", "Out TraditionalForm"},Grid[{{"StandardForm", "Out TraditionalForm"},Grid[{{"StandardForm", "Out TraditionalForm"},
{StandardForm["D[f[x],x]"], TraditionalForm[D[f [x], x]]},{StandardForm["D[f[x],x]"], TraditionalForm[D[f [x], x]]},{StandardForm["D[f[x],x]"], TraditionalForm[D[f [x], x]]},
{StandardForm["D[f[x,y],x]"], TraditionalForm[D[f [x, y], x]]},{StandardForm["D[f[x,y],x]"], TraditionalForm[D[f [x, y], x]]},{StandardForm["D[f[x,y],x]"], TraditionalForm[D[f [x, y], x]]},
{StandardForm["D[f[g[x]],x]"], TraditionalForm[D[f [g[x]], x]]},{StandardForm["D[f[g[x]],x]"], TraditionalForm[D[f [g[x]], x]]},{StandardForm["D[f[g[x]],x]"], TraditionalForm[D[f [g[x]], x]]},
{StandardForm["D[InverseFunction[f][x],x]"],{StandardForm["D[InverseFunction[f][x],x]"],{StandardForm["D[InverseFunction[f][x],x]"],

TraditionalForm[D[InverseFunction[f ][x], x]]},TraditionalForm[D[InverseFunction[f ][x], x]]},TraditionalForm[D[InverseFunction[f ][x], x]]},
{StandardForm ["D[xn,x]"] , TraditionalForm [D [xn, x]]} ,{StandardForm ["D[xn,x]"] , TraditionalForm [D [xn, x]]} ,{StandardForm ["D[xn,x]"] , TraditionalForm [D [xn, x]]} ,

{StandardForm["D[Sin[x],x]"], TraditionalForm[D[Sin[x], x]]},{StandardForm["D[Sin[x],x]"], TraditionalForm[D[Sin[x], x]]},{StandardForm["D[Sin[x],x]"], TraditionalForm[D[Sin[x], x]]},
{StandardForm["Function[x,f[x]]"],{StandardForm["Function[x,f[x]]"],{StandardForm["Function[x,f[x]]"],

TraditionalForm[Function[x, f [x]]]},TraditionalForm[Function[x, f [x]]]},TraditionalForm[Function[x, f [x]]]},
{StandardForm["Derivative[1][Function[x,Sin[x]]]"],{StandardForm["Derivative[1][Function[x,Sin[x]]]"],{StandardForm["Derivative[1][Function[x,Sin[x]]]"],

TraditionalForm[Derivative[1][Function[x, Sin[x]]]]},TraditionalForm[Derivative[1][Function[x, Sin[x]]]]},TraditionalForm[Derivative[1][Function[x, Sin[x]]]]},
{StandardForm["Derivative[-1][Function[x,Sin[x]]]"],{StandardForm["Derivative[-1][Function[x,Sin[x]]]"],{StandardForm["Derivative[-1][Function[x,Sin[x]]]"],

TraditionalForm[Derivative[−1][Function[x, Sin[x]]]]},TraditionalForm[Derivative[−1][Function[x, Sin[x]]]]},TraditionalForm[Derivative[−1][Function[x, Sin[x]]]]},
{StandardForm ["Derivative[-1][Function[x,x2]]"] ,{StandardForm ["Derivative[-1][Function[x,x2]]"] ,{StandardForm ["Derivative[-1][Function[x,x2]]"] ,

TraditionalForm [Derivative[−1] [Function [x, x2]]]}} , Frame → All]TraditionalForm [Derivative[−1] [Function [x, x2]]]}} , Frame → All]TraditionalForm [Derivative[−1] [Function [x, x2]]]}} , Frame → All]
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StandardForm Out TraditionalForm

D[f[x],x] f ′(x)

D[f[x,y],x] f (1,0)(x, y)

D[f[g[x]],x] g′(x)f ′(g(x))

D[InverseFunction[f][x],x] 1

f ′(f (−1)[x])

D[xn,x] nxn−1

D[Sin[x],x] cos(x)

Function[x,f[x]] x 7→ f(x)

Derivative[1][Function[x,Sin[x]]] x 7→ cos(x)

Derivative[-1][Function[x,Sin[x]]] x 7→ − cos(x)

Derivative[-1][Function[x,x2]] x 7→ x3

3
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Atentie la notaţiile:

Grid[{{"StandardForm", "TraditionalForm"},Grid[{{"StandardForm", "TraditionalForm"},Grid[{{"StandardForm", "TraditionalForm"},
{StandardForm ["f[x]−1 "] , TraditionalForm [f [x]−1]} ,{StandardForm ["f[x]−1 "] , TraditionalForm [f [x]−1]} ,{StandardForm ["f[x]−1 "] , TraditionalForm [f [x]−1]} ,

{StandardForm ["f−1[x] (* gresit *)"] , TraditionalForm [f−1[x]]} ,{StandardForm ["f−1[x] (* gresit *)"] , TraditionalForm [f−1[x]]} ,{StandardForm ["f−1[x] (* gresit *)"] , TraditionalForm [f−1[x]]} ,

{StandardForm["InverseFunction[f][x]"],{StandardForm["InverseFunction[f][x]"],{StandardForm["InverseFunction[f][x]"],

TraditionalForm[InverseFunction[f ][x]]},TraditionalForm[InverseFunction[f ][x]]},TraditionalForm[InverseFunction[f ][x]]},
{
StandardForm

[
"Sin−1[x] (* gresit *)"

]
,

{
StandardForm

[
"Sin−1[x] (* gresit *)"

]
,

{
StandardForm

[
"Sin−1[x] (* gresit *)"

]
,

TraditionalForm
[
Sin(−1)[x]

]}
,TraditionalForm

[
Sin(−1)[x]

]}
,TraditionalForm

[
Sin(−1)[x]

]}
,

{StandardForm["InverseFunction[Sin][x]"],{StandardForm["InverseFunction[Sin][x]"],{StandardForm["InverseFunction[Sin][x]"],

TraditionalForm[InverseFunction[Sin][x]]}},TraditionalForm[InverseFunction[Sin][x]]}},TraditionalForm[InverseFunction[Sin][x]]}},
Frame → All]Frame → All]Frame → All]

StandardForm TraditionalForm

f[x]−1 1
f(x)

f−1[x] (* gresit *) 1
f
[x]

InverseFunction[f][x] f (−1)[x]

Sin−1[x] (* gresit *) 1
Sin

[x]

InverseFunction[Sin][x] sin−1(x)
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1.1.2 Comanda Dt

1.1.2 Comanda Dt – Diferentiala

Grid[{{" ", "Dt[f[x]]"},Grid[{{" ", "Dt[f[x]]"},Grid[{{" ", "Dt[f[x]]"},
{"StandardForm", StandardForm[Dt[f [x]]]},{"StandardForm", StandardForm[Dt[f [x]]]},{"StandardForm", StandardForm[Dt[f [x]]]},
{"InputForm", InputForm[Dt[f [x]]]},{"InputForm", InputForm[Dt[f [x]]]},{"InputForm", InputForm[Dt[f [x]]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[Dt[f [x]]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[Dt[f [x]]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[Dt[f [x]]]}}
, Frame → All], Frame → All], Frame → All]

Dt[f[x]]

StandardForm Dt[x]f ′[x]

InputForm Dt[x] ∗ Derivative[1][f ][x]

TraditionalForm dxf ′(x)

Grid[{{" ", "Dt[f[x,y]]"},Grid[{{" ", "Dt[f[x,y]]"},Grid[{{" ", "Dt[f[x,y]]"},
{"StandardForm", StandardForm[Dt[f [x, y]]]},{"StandardForm", StandardForm[Dt[f [x, y]]]},{"StandardForm", StandardForm[Dt[f [x, y]]]},
{"InputForm", InputForm[Dt[f [x, y]]]},{"InputForm", InputForm[Dt[f [x, y]]]},{"InputForm", InputForm[Dt[f [x, y]]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[Dt[f [x, y]]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[Dt[f [x, y]]]}}{"TraditionalForm", TraditionalForm[Dt[f [x, y]]]}}
, Frame → All], Frame → All], Frame → All]

Dt[f[x,y]]

StandardForm Dt[y]f (0,1)[x, y] + Dt[x]f (1,0)[x, y]

TraditionalForm dyf (0,1)(x, y) + dxf (1,0)(x, y)
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Grid[{{"StandardForm", "Out TraditionalForm"},Grid[{{"StandardForm", "Out TraditionalForm"},Grid[{{"StandardForm", "Out TraditionalForm"},
{StandardForm["Dt[f]"], TraditionalForm[Dt[f ]]},{StandardForm["Dt[f]"], TraditionalForm[Dt[f ]]},{StandardForm["Dt[f]"], TraditionalForm[Dt[f ]]},
{StandardForm["Dt[x]"], TraditionalForm[Dt[x]]},{StandardForm["Dt[x]"], TraditionalForm[Dt[x]]},{StandardForm["Dt[x]"], TraditionalForm[Dt[x]]},
{StandardForm["Dt[f,x]"], TraditionalForm[Dt[f, x]]},{StandardForm["Dt[f,x]"], TraditionalForm[Dt[f, x]]},{StandardForm["Dt[f,x]"], TraditionalForm[Dt[f, x]]},
{StandardForm["Dt[x,x]"], TraditionalForm[Dt[x, x]]},{StandardForm["Dt[x,x]"], TraditionalForm[Dt[x, x]]},{StandardForm["Dt[x,x]"], TraditionalForm[Dt[x, x]]},
{StandardForm["Dt[y,x]"], TraditionalForm[Dt[y, x]]},{StandardForm["Dt[y,x]"], TraditionalForm[Dt[y, x]]},{StandardForm["Dt[y,x]"], TraditionalForm[Dt[y, x]]},
{StandardForm["Dt[x y]"], TraditionalForm[Dt[xy]]},{StandardForm["Dt[x y]"], TraditionalForm[Dt[xy]]},{StandardForm["Dt[x y]"], TraditionalForm[Dt[xy]]},
{StandardForm ["Dt[x2+ y2 + z2]"] ,{StandardForm ["Dt[x2+ y2 + z2]"] ,{StandardForm ["Dt[x2+ y2 + z2]"] ,

TraditionalForm [Dt [x2 + y2 + z2]]} ,TraditionalForm [Dt [x2 + y2 + z2]]} ,TraditionalForm [Dt [x2 + y2 + z2]]} ,

{StandardForm["Dt[f[x],x]"], TraditionalForm[Dt[f [x], x]]}{StandardForm["Dt[f[x],x]"], TraditionalForm[Dt[f [x], x]]}{StandardForm["Dt[f[x],x]"], TraditionalForm[Dt[f [x], x]]}
}, Frame → All]}, Frame → All]}, Frame → All]

StandardForm Out TraditionalForm

Dt[f] df

Dt[x] dx

Dt[f,x] df
dx

Dt[x,x] 1

Dt[y,x] dy
dx

Dt[x y] ydx + xdy

Dt[x2+ y2 + z2] 2xdx + 2ydy + 2zdz

Dt[f[x],x] f ′(x)
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1.1. COMENZI PENTRU DERIVARE ŞI DIFERENŢIERE

1.1.3 (* Aplicatie: Familia tangentelor la o curba *)

r[x ]:={2Cos[x], Sin[x]}r[x ]:={2Cos[x], Sin[x]}r[x ]:={2Cos[x], Sin[x]}
tang[x , t ]:=r[x] + t r′[x]tang[x , t ]:=r[x] + t r′[x]tang[x , t ]:=r[x] + t r′[x]

tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−π, π, π/16}],tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−π, π, π/16}],tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−π, π, π/16}],
{t,−.66, .66}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue},{t,−.66, .66}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue},{t,−.66, .66}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue},
Ticks → None];Ticks → None];Ticks → None];

curba = ParametricPlot[r[x], {x,−π, π},curba = ParametricPlot[r[x], {x,−π, π},curba = ParametricPlot[r[x], {x,−π, π},
PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];

Show[tangente, curba]Show[tangente, curba]Show[tangente, curba]

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 11 – Matematică prin MATHEMATICA
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r[x ]:= {x, x2}r[x ]:= {x, x2}r[x ]:= {x, x2}
tang[x , t ]:=r[x] + t r′[x]tang[x , t ]:=r[x] + t r′[x]tang[x , t ]:=r[x] + t r′[x]

tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−1, 1, 1/10}],tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−1, 1, 1/10}],tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−1, 1, 1/10}],
{t,−.4, .4}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue}, Ticks → None];{t,−.4, .4}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue}, Ticks → None];{t,−.4, .4}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue}, Ticks → None];

curba = ParametricPlot[r[x], {x,−1, 1},curba = ParametricPlot[r[x], {x,−1, 1},curba = ParametricPlot[r[x], {x,−1, 1},
PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];

Show[tangente, curba, PlotRange->{{−.8, .8}, {−.2, .8}}]Show[tangente, curba, PlotRange->{{−.8, .8}, {−.2, .8}}]Show[tangente, curba, PlotRange->{{−.8, .8}, {−.2, .8}}]
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1.1.4 (* Aplicatie: Familia normalelor la o curba *)

f [x ]:=xf [x ]:=xf [x ]:=x

g[x ]:=x2g[x ]:=x2g[x ]:=x2

r[x ]:={f [x], g[x]}r[x ]:={f [x], g[x]}r[x ]:={f [x], g[x]}
n[x ]:={g′[x],−f ′[x]}n[x ]:={g′[x],−f ′[x]}n[x ]:={g′[x],−f ′[x]}
tang[x , t ]:=r[x] + t n[x]tang[x , t ]:=r[x] + t n[x]tang[x , t ]:=r[x] + t n[x]

tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−1, 1, .1}],tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−1, 1, .1}],tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−1, 1, .1}],
{t, 0, .4}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue}, Ticks → None];{t, 0, .4}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue}, Ticks → None];{t, 0, .4}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue}, Ticks → None];

curba = ParametricPlot[r[x], {x,−1, 1},curba = ParametricPlot[r[x], {x,−1, 1},curba = ParametricPlot[r[x], {x,−1, 1},
PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];

Show[tangente, curba, PlotRange->{{−.8, .8}, {−.2, .8}}]Show[tangente, curba, PlotRange->{{−.8, .8}, {−.2, .8}}]Show[tangente, curba, PlotRange->{{−.8, .8}, {−.2, .8}}]
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f [x ]:=2Cos[x]f [x ]:=2Cos[x]f [x ]:=2Cos[x]

g[x ]:=Sin[x]g[x ]:=Sin[x]g[x ]:=Sin[x]

r[x ]:={f [x], g[x]}r[x ]:={f [x], g[x]}r[x ]:={f [x], g[x]}
n[x ]:={g′[x],−f ′[x]}n[x ]:={g′[x],−f ′[x]}n[x ]:={g′[x],−f ′[x]}
tang[x , t ]:=r[x] + t n[x]tang[x , t ]:=r[x] + t n[x]tang[x , t ]:=r[x] + t n[x]

tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−π, π, π/16}],tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−π, π, π/16}],tangente = ParametricPlot[Table[tang[x, t], {x,−π, π, π/16}],
{t, 0, .66}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue}, Ticks → None];{t, 0, .66}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue}, Ticks → None];{t, 0, .66}, PlotStyle → {Thickness[0.005], Blue}, Ticks → None];

curba = ParametricPlot[r[x], {x,−π, π},curba = ParametricPlot[r[x], {x,−π, π},curba = ParametricPlot[r[x], {x,−π, π},
PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];PlotStyle → {Thickness[0.01], Cyan}, Ticks → None];

Show[tangente, curba]Show[tangente, curba]Show[tangente, curba]
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1.1.5 (* Aplicatie: Exemplu de punct staţionar *)

Prezenăm un exemplu de punct staţionar care nu este punct de extrem

local.

Fie f : R2 → R, f(x, y) = x2 − y2, având ca grafic

paraboloidul hiperbolic z = x2 − y2. Rezolvând sistemul



f ′

x(x, y) = 2x = 0

f ′
y(x, y) = −2y = 0

se obţine punctul staţionar (0, 0). În acest

punct avem f ′′
x2(0, 0) ∙ f ′′

y2(0, 0) < f ′′
xy(0, 0), deci (0, 0) este punct şa pen-

tru f . Aceasta se observă şi din reprezentarea grafica a suprafeţei.
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1.1.6 (* Aplicatie: Exemplu de puncte de extrem *)

Să determinăm punctele de extrem local ale funcţiei

f : D ⊂ R2 → R, f(x, y) = −xy2ex−y cu x < 0.

Rezolvând sistemul





f ′

x(x, y) = −(y2 + xy2)ex−y = 0

f ′
y(x, y) = −(2xy − xy2)ex−y = 0

se obţin

punctele staţionare M(−1, 2) şi Ma(a, 0), cu a < 0.

În punctul (−1, 2) avem d2f(−1, 2)(h1, h2) = −4e−3h2
1 − 2e−3h2

2,

negativ definită, deci este vorba despre un punct de maxim local, cu

valoarea maximă f(−1, 2) = 4e−3.

Pentru punctele Ma(a, 0), d2f(a, 0)(h1, h2) = −2aeah2
2 este

semidefinită, deci nu se poate decide prin această metodă dacă punctul

Ma este de extrem local. În schimb, se observă că f(a, 0) = 0 pentru

orice a < 0 iar f(x, y) ≥ 0, pentru orice x < 0, y ∈ R. Deci orice punct

Ma(a, 0), a < 0, este punct de minim local.
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1.1.7 (* Aplicatie: Rezolvarea unei ecuaţii diferenţiale *)

Să rezolvăm ecuaţia diferenţială de tip Clairaut y = x y′ + y′2.

f [p ]:=p2;f [p ]:=p2;f [p ]:=p2;

(* Solutia generala *)(* Solutia generala *)(* Solutia generala *)

y[x]/.DSolve[y[x] == x ∗ y′[x] + f [y′[x]], y[x], x][[1]]y[x]/.DSolve[y[x] == x ∗ y′[x] + f [y′[x]], y[x], x][[1]]y[x]/.DSolve[y[x] == x ∗ y′[x] + f [y′[x]], y[x], x][[1]]

xC[1] + C[1]2

(* Solutia singulara *)(* Solutia singulara *)(* Solutia singulara *)

Eliminate [{y==xC[1] + C[1]2, D [y==xC[1] + C[1]2, C[1]]} ,Eliminate [{y==xC[1] + C[1]2, D [y==xC[1] + C[1]2, C[1]]} ,Eliminate [{y==xC[1] + C[1]2, D [y==xC[1] + C[1]2, C[1]]} ,

C[1]]C[1]]C[1]]

4y == −x2

Deci, soluţia generală este familia de curbe {y = x C + C2, C ∈ R},
iar soluţia singulară, 4y = −x2, este ı̂nfăşurătoarea familiei soluţiei

generale.

y C x C2

4 y x2
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1.1.8 (* Aplicatie: Rezolvarea unei ecuaţii diferenţiale *)

Să rezolvăm ecuaţia diferenţiale de tip Clairaut

y = x y′ − y′ log y′.

f [p ]:= − p Log[p]f [p ]:= − p Log[p]f [p ]:= − p Log[p]

(* Solutia generala *)(* Solutia generala *)(* Solutia generala *)

y[x]/.DSolve[y[x] == x ∗ y′[x] + f [y′[x]], y[x], x][[1]]y[x]/.DSolve[y[x] == x ∗ y′[x] + f [y′[x]], y[x], x][[1]]y[x]/.DSolve[y[x] == x ∗ y′[x] + f [y′[x]], y[x], x][[1]]

xC[1] − C[1]Log[C[1]]

(* Solutia singulara *)(* Solutia singulara *)(* Solutia singulara *)

Eliminate[{y==xC[1] − C[1]Log[C[1]], D[y==xC[1] − C[1]Log[C[1]],Eliminate[{y==xC[1] − C[1]Log[C[1]], D[y==xC[1] − C[1]Log[C[1]],Eliminate[{y==xC[1] − C[1]Log[C[1]], D[y==xC[1] − C[1]Log[C[1]],

C[1]]}, C[1]]C[1]]}, C[1]]C[1]]}, C[1]]

y == e−1+x

Deci, soluţia generală este familia de curbe {y = C x−C log C, C ∈
R+}, iar soluţia singulară, y = ex−1, este ı̂nfăşurătoarea familiei

soluţiei generale.

y x C C Log C

y x 1
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1.1.9 (*Aplicatie: Calculul unei integrale duble *)

Să calculăm integrala dublă

∫∫

D

√
xydxdy, unde

D =
{
(x, y) ∈ R2 | (x2 + y2)2 ≤ xy

}
.

Se face trecerea la coordonate polare,





x = ρ cos θ
y = ρ sin θ

.

Din simetria domeniului D şi a funcţiei se obţine

∫∫

D

√
xy dxdy = 2

∫ π
2

0

dθ

∫ √
sin 2θ

2

0

ρ2

√
sin 2θ

2
dρ =

π

24
.

(* Vizualizare domeniu *)(* Vizualizare domeniu *)(* Vizualizare domeniu *)

RegionPlot
[
(x2 + y2)

2
< xy, {x,−.7, .7}, {y,−.7, .7},RegionPlot

[
(x2 + y2)

2
< xy, {x,−.7, .7}, {y,−.7, .7},RegionPlot

[
(x2 + y2)

2
< xy, {x,−.7, .7}, {y,−.7, .7},

Axes → True,Axes → True,Axes → True,

FrameStyle → Directive[12],FrameStyle → Directive[12],FrameStyle → Directive[12],

BoundaryStyle → Directive[Blue, Thickness[0.007]],BoundaryStyle → Directive[Blue, Thickness[0.007]],BoundaryStyle → Directive[Blue, Thickness[0.007]],

PlotLabel → Style
[
Framed

[
D : (x2 + y2)

2
< xy

]
, 24, Blue,PlotLabel → Style

[
Framed

[
D : (x2 + y2)

2
< xy

]
, 24, Blue,PlotLabel → Style

[
Framed

[
D : (x2 + y2)

2
< xy

]
, 24, Blue,

Background → Lighter[Blue, 0.8]], AspectRatio → Automatic]Background → Lighter[Blue, 0.8]], AspectRatio → Automatic]Background → Lighter[Blue, 0.8]], AspectRatio → Automatic]
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0.6 0.4 0.2 0.0 0.2 0.4 0.6

0.6

0.4

0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

D : x2 y2 2
x y

(* Calcul integrala *)(* Calcul integrala *)(* Calcul integrala *)

2
∫ π/2

0

√
Sin[2θ]

2

(
∫
√

Sin[2θ]
2

0 ρ2dρ

)

dθ2
∫ π/2

0

√
Sin[2θ]

2

(
∫
√

Sin[2θ]
2

0 ρ2dρ

)

dθ2
∫ π/2

0

√
Sin[2θ]

2

(
∫
√

Sin[2θ]
2

0 ρ2dρ

)

dθ

π
24
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1.2 Serii

1.2.1 Comanda Sum

1.2.1 Sum [f [n], {n, n0, n1}]

Calculează suma

n1∑

n=n0

f(n).

1.2.2 Comanda NSum

1.2.2 NSum [f [n], {n, n0, n1}]

Calculează numeric suma

n1∑

n=n0

f(n).

Exemple:

n∑

k=1

qk

n∑

k=1

qk
n∑

k=1

qk

q (−1 + qn)

−1 + q

p∑

n=1

Sin[nx]

p∑

n=1

Sin[nx]

p∑

n=1

Sin[nx]

Csc
[x
2

]
Sin
[px

2

]
Sin

[
1

2
(1 + p)x

]

∞∑

n=1

1

n

∞∑

n=1

1

n

∞∑

n=1

1

n

Sum::div : Sum does not converge.〉〉
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENŢIAL

∞∑

n=1

1

n2

∞∑

n=1

1

n2

∞∑

n=1

1

n2

π2

6

∞∑

n=1

1

n3
//TraditionalForm

∞∑

n=1

1

n3
//TraditionalForm

∞∑

n=1

1

n3
//TraditionalForm

ζ(3)

∞∑

n=0

xn

(2n + 1)!
//TrigToExp

∞∑

n=0

xn

(2n + 1)!
//TrigToExp

∞∑

n=0

xn

(2n + 1)!
//TrigToExp

−
e−

√
x

2
√

x
+

e
√

x

2
√

x

∞∑

n=0

Cos[nx]

n!
//TraditionalForm

∞∑

n=0

Cos[nx]

n!
//TraditionalForm

∞∑

n=0

Cos[nx]

n!
//TraditionalForm

ecos(x) cos(sin(x))

∞∑

n=1

n!

(n + p)!
//TraditionalForm

∞∑

n=1

n!

(n + p)!
//TraditionalForm

∞∑

n=1

n!

(n + p)!
//TraditionalForm

1

(p − 1)Γ(p + 1)
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∞∑

n=0

(−1)n

4n + 1
//TraditionalForm

∞∑

n=0

(−1)n

4n + 1
//TraditionalForm

∞∑

n=0

(−1)n

4n + 1
//TraditionalForm

π + 2 log
(
1 +

√
2
)

4
√

2

∞∑

n=1

(
1

n
− Log

[

1 +
1

n

])

//TraditionalForm

∞∑

n=1

(
1

n
− Log

[

1 +
1

n

])

//TraditionalForm
∞∑

n=1

(
1

n
− Log

[

1 +
1

n

])

//TraditionalForm

γ

Do

[

Print

[

"

n∑

k=1

", km, " = ",
n∑

k=1

km

]

, {m, 0, 4}

]

Do

[

Print

[

"

n∑

k=1

", km, " = ",
n∑

k=1

km

]

, {m, 0, 4}

]

Do

[

Print

[

"

n∑

k=1

", km, " = ",
n∑

k=1

km

]

, {m, 0, 4}

]

n∑

k=1

1 = n

n∑

k=1

k =
1

2
n(1 + n)

n∑

k=1

k2 =
1

6
n(1 + n)(1 + 2n)

n∑

k=1

k3 =
1

4
n2(1 + n)2

n∑

k=1

k4 =
1

30
n(1 + n)(1 + 2n)

(
−1 + 3n + 3n2

)
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1. COMENZI SPECIFICE CALCULULUI DIFERENŢIAL

∞∏

n=0

(
1 + x2n)

∞∏

n=0

(
1 + x2n)

∞∏

n=0

(
1 + x2n)

1

1 − x

Product[n, {n, 1, p}]Product[n, {n, 1, p}]Product[n, {n, 1, p}]

p!

Product[n, {n, 1, 2p + 1, 2}]//TraditionalFormProduct[n, {n, 1, 2p + 1, 2}]//TraditionalFormProduct[n, {n, 1, 2p + 1, 2}]//TraditionalForm

2−p(2p + 1)!

p!

Product[n, {n, 2, 2p, 2}]//TraditionalFormProduct[n, {n, 2, 2p, 2}]//TraditionalFormProduct[n, {n, 2, 2p, 2}]//TraditionalForm

2pΓ(p + 1)

x

Sin[x]

∞∏

n=1

(

1 −
x2

π2n2

)

//FullSimplify
x

Sin[x]

∞∏

n=1

(

1 −
x2

π2n2

)

//FullSimplify
x

Sin[x]

∞∏

n=1

(

1 −
x2

π2n2

)

//FullSimplify

1

(*Wallis*)(*Wallis*)(*Wallis*)
∞∏

n=1

2n
√

(2n − 1)(2n + 1)

∞∏

n=1

2n
√

(2n − 1)(2n + 1)

∞∏

n=1

2n
√

(2n − 1)(2n + 1)

√
π

2
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1.2.3 Serii Taylor

1.2.3 Series [f [x], {x, a, n}]

Generează aproximarea de tip Taylor:

n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x − a)k + O(x − a)n+1

Exemple:

Series[f [x], {x, a, 3}]Series[f [x], {x, a, 3}]Series[f [x], {x, a, 3}]

f [a] + f ′[a](x − a) +
1

2
f ′′[a](x − a)2 +

1

6
f (3)[a](x − a)3 + O[x − a]4

%//Normal%//Normal%//Normal

f [a] + (−a + x)f ′[a] +
1

2
(−a + x)2f ′′[a] +

1

6
(−a + x)3f (3)[a]

Series[f [x, y], {x, a, 1}, {y, b, 1}]//NormalSeries[f [x, y], {x, a, 1}, {y, b, 1}]//NormalSeries[f [x, y], {x, a, 1}, {y, b, 1}]//Normal

f [a, b] + (x − a)f (1,0)[a, b] + (y − b)f (0,1)[a, b]+(x − a)(y − b)f (1,1)[a, b]

Series[Sin[x], {x, 0, 5}]Series[Sin[x], {x, 0, 5}]Series[Sin[x], {x, 0, 5}]

x −
x3

6
+

x5

120
+ O[x]6

Series[Sin[Sin[x]], {x, 0, 5}]Series[Sin[Sin[x]], {x, 0, 5}]Series[Sin[Sin[x]], {x, 0, 5}]

x −
x3

3
+

x5

10
+ O[x]6
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Series[Exp[Exp[x]], {x, 0, 2}]Series[Exp[Exp[x]], {x, 0, 2}]Series[Exp[Exp[x]], {x, 0, 2}]

e + ex + ex2 + O[x]3

Series[Tan[Sin[x]] − Sin[Tan[x]], {x, 0, 7}]//NormalSeries[Tan[Sin[x]] − Sin[Tan[x]], {x, 0, 7}]//NormalSeries[Tan[Sin[x]] − Sin[Tan[x]], {x, 0, 7}]//Normal

x7

30

Series[Tan[Sin[x]] − Sin[Tan[x]], {x, 0, 7}]//NormalSeries[Tan[Sin[x]] − Sin[Tan[x]], {x, 0, 7}]//NormalSeries[Tan[Sin[x]] − Sin[Tan[x]], {x, 0, 7}]//Normal

x7

30

1.3 Limite

1.3.1 Limit [f [x], x → a]

Calculează limita lim
x→a

f(x).

1.3.2 Limit [f [x], x → a, Direction → 1]

Calculează limita lim
x↗a

f(x).

1.3.3 Limit [f [x], x → a, Direction → −1]

Calculează limita lim
x↘a

f(x).
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Exemple:

Limit[1/x, x → ∞]Limit[1/x, x → ∞]Limit[1/x, x → ∞]

0

Limit[1/x, x → 0, Direction → 1]Limit[1/x, x → 0, Direction → 1]Limit[1/x, x → 0, Direction → 1]

−∞

Limit[1/x, x → 0, Direction → −1]Limit[1/x, x → 0, Direction → −1]Limit[1/x, x → 0, Direction → −1]

∞

Limit

[(

1 +
1

x

)x

, x → ∞

]
Limit

[(

1 +
1

x

)x

, x → ∞

]

Limit

[(

1 +
1

x

)x

, x → ∞

]

e

Limit

[
1

x2
−

1

Tan[x]2
, x → 0

]
Limit

[
1

x2
−

1

Tan[x]2
, x → 0

]

Limit

[
1

x2
−

1

Tan[x]2
, x → 0

]

2

3

Limit

[
Tan[Sin[x]] − Sin[Tan[x]]

x7
, x → 0, Direction → −1

]
Limit

[
Tan[Sin[x]] − Sin[Tan[x]]

x7
, x → 0, Direction → −1

]

Limit

[
Tan[Sin[x]] − Sin[Tan[x]]

x7
, x → 0, Direction → −1

]

1

30
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Limit

[
en n!

nn
√

n
−

√
π
2

144n2
−

√
π
2

6n
, n → ∞

]

Limit

[
en n!

nn
√

n
−

√
π
2

144n2
−

√
π
2

6n
, n → ∞

]

Limit

[
en n!

nn
√

n
−

√
π
2

144n2
−

√
π
2

6n
, n → ∞

]

√
2π

Limit

[

n

((

1 +
1

n

)na

−
(
1 +

a

n

)n
)

, n → ∞

]
Limit

[

n

((

1 +
1

n

)na

−
(
1 +

a

n

)n
)

, n → ∞

]

Limit

[

n

((

1 +
1

n

)na

−
(
1 +

a

n

)n
)

, n → ∞

]

1

2
(a − 1)aea
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2

Comenzi pentru calcul integral

2.1 Comanda Integrate

2.1.1 Integrate[f [x1, . . . , xn], {x1, a1, b1},. . . , {xn, an, bn}]

calculează inegrala

∫ b1

a1

. . .

∫ bn

an

f(x1, . . . , xn) dx1 . . . dxn

Modul de utilizare al comenzii Derivative este explicitat de

următoarele tabele generate cu MATHEMATICA.

29



2. COMENZI PENTRU CALCUL INTEGRAL

Grid[{{"InputForm", InputForm[Integrate[f [x], x]]},Grid[{{"InputForm", InputForm[Integrate[f [x], x]]},Grid[{{"InputForm", InputForm[Integrate[f [x], x]]},
{"StandardForm", StandardForm[Integrate[f [x], x]]},{"StandardForm", StandardForm[Integrate[f [x], x]]},{"StandardForm", StandardForm[Integrate[f [x], x]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[Integrate[f [x], x]]}},{"TraditionalForm", TraditionalForm[Integrate[f [x], x]]}},{"TraditionalForm", TraditionalForm[Integrate[f [x], x]]}},
Frame → All]Frame → All]Frame → All]

InputForm Integrate[f [x], x]

StandardForm
∫

f [x] dx

TraditionalForm
∫

f(x) dx

Grid[{{"InputForm", "Integrate[f[x],{x,a,b}]"},Grid[{{"InputForm", "Integrate[f[x],{x,a,b}]"},Grid[{{"InputForm", "Integrate[f[x],{x,a,b}]"},
{"StandardForm", StandardForm[Integrate[f [x], {x, a, b}]]},{"StandardForm", StandardForm[Integrate[f [x], {x, a, b}]]},{"StandardForm", StandardForm[Integrate[f [x], {x, a, b}]]},
{"TraditionalForm", TraditionalForm[Integrate[f [x], {x, a, b}]]}},{"TraditionalForm", TraditionalForm[Integrate[f [x], {x, a, b}]]}},{"TraditionalForm", TraditionalForm[Integrate[f [x], {x, a, b}]]}},
Frame → All]Frame → All]Frame → All]

InputForm Integrate[f[x],{x,a,b}]

StandardForm
∫ b

a
f [x] dx

TraditionalForm
∫ b

a
f(x) dx
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2.1. COMANDA INTEGRATE

Grid[{{"InputForm", "Integrate[f[x,y],{x,a,b},{y,c,d}]"},Grid[{{"InputForm", "Integrate[f[x,y],{x,a,b},{y,c,d}]"},Grid[{{"InputForm", "Integrate[f[x,y],{x,a,b},{y,c,d}]"},
{"StandardForm",{"StandardForm",{"StandardForm",

StandardForm[Integrate[f [x, y], {x, a, b}, {y, c, d}]]},StandardForm[Integrate[f [x, y], {x, a, b}, {y, c, d}]]},StandardForm[Integrate[f [x, y], {x, a, b}, {y, c, d}]]},
{"TraditionalForm",{"TraditionalForm",{"TraditionalForm",

TraditionalForm[Integrate[f [x, y], {x, a, b}, {y, c, d}]]}},TraditionalForm[Integrate[f [x, y], {x, a, b}, {y, c, d}]]}},TraditionalForm[Integrate[f [x, y], {x, a, b}, {y, c, d}]]}},
Frame → All]Frame → All]Frame → All]

InputForm Integrate[f[x,y],{x,a,b},{y,c,d}]

StandardForm
∫ b

a

∫ d

c
f [x, y]dydx

TraditionalForm
∫ b

a

∫ d

c
f(x, y)dydx

Exemple:

∫
xn dx

∫
xn dx

∫
xn dx

x1+n

1 + n

∫
Sin[x] dx

∫
Sin[x] dx

∫
Sin[x] dx −Cos[x]

∫
Log[x] dx

∫
Log[x] dx

∫
Log[x] dx −x + xLog[x]

∫
ArcTan[x] dx

∫
ArcTan[x] dx

∫
ArcTan[x] dx xArcTan[x] −

1

2
Log

[
1 + x2

]

∫
ArcSin[x] dx

∫
ArcSin[x] dx

∫
ArcSin[x] dx

√
1 − x2 + xArcSin[x]

∫
Tan[x]−10 dx

∫
Tan[x]−10 dx

∫
Tan[x]−10 dx

−x −
563Cot[x]

315
+

506

315
Cot[x]Csc[x]2 −

136

105
Cot[x]Csc[x]4

+
37

63
Cot[x]Csc[x]6 −

1

9
Cot[x]Csc[x]8
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Do

[

Print

[

"

∫
",

"dx"

1 + xn
, " = ",

∫
1

1 + xn
dx

]

, {n, 1, 4}

]

//Do

[

Print

[

"

∫
",

"dx"

1 + xn
, " = ",

∫
1

1 + xn
dx

]

, {n, 1, 4}

]

//Do

[

Print

[

"

∫
",

"dx"

1 + xn
, " = ",

∫
1

1 + xn
dx

]

, {n, 1, 4}

]

//

FullSimplifyFullSimplifyFullSimplify
∫

dx

1 + x
= Log[1 + x]

∫
dx

1 + x2
= ArcTan[x]

∫
dx

1 + x3
=

ArcTan
[
−1+2x√

3

]

√
3

+
1

3
Log[1 + x] −

1

6
Log

[
1 − x + x2

]

∫
dx

1 + x4
=

1

4
√

2

(
−2ArcTan

[
1 −

√
2x
]

+ 2ArcTan
[
1 +

√
2x
]

−Log
[
1 −

√
2x + x2

]
+ Log

[
1 +

√
2x + x2

])

Do

[

Print

[

"

∫
", Sin[x]n, " dx", " = ",

∫
Sin[x]n dx

]

, {n, 1, 4}

]

//Do

[

Print

[

"

∫
", Sin[x]n, " dx", " = ",

∫
Sin[x]n dx

]

, {n, 1, 4}

]

//Do

[

Print

[

"

∫
", Sin[x]n, " dx", " = ",

∫
Sin[x]n dx

]

, {n, 1, 4}

]

//

FullSimplifyFullSimplifyFullSimplify
∫

Sin[x] dx = −Cos[x]

∫
Sin[x]2 dx =

x

2
−

1

4
Sin[2x]

∫
Sin[x]3 dx = −

3Cos[x]

4
+

1

12
Cos[3x]

∫
Sin[x]4 dx =

3x

8
−

1

4
Sin[2x] +

1

32
Sin[4x]
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Exemple:

∫
ex2

dx

∫
ex2

dx

∫
ex2

dx

1

2

√
πErfi[x]

∫
Sin[x]

x
dx

∫
Sin[x]

x
dx

∫
Sin[x]

x
dx

SinIntegral[x]

∫
Log[1 − x]

x
dx

∫
Log[1 − x]

x
dx

∫
Log[1 − x]

x
dx

−PolyLog[2, x]

∫
1

x2 + a2
dx

∫
1

x2 + a2
dx

∫
1

x2 + a2
dx

ArcTan
[

x
a

]

a

FullSimplify

[∫ ∞

0

e−xxa−1dx, a > 0

]

//TraditionalFormFullSimplify

[∫ ∞

0

e−xxa−1dx, a > 0

]

//TraditionalFormFullSimplify

[∫ ∞

0

e−xxa−1dx, a > 0

]

//TraditionalForm

Γ(a)

FullSimplify

[∫ 1

0

xa−1(1 − x)b−1dx == Beta[a, b], a > 0&&b > 0

]
FullSimplify

[∫ 1

0

xa−1(1 − x)b−1dx == Beta[a, b], a > 0&&b > 0

]

FullSimplify

[∫ 1

0

xa−1(1 − x)b−1dx == Beta[a, b], a > 0&&b > 0

]

True
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FullSimplify

[∫ 1

0

xa−1(1 − x)b−1dx, a > 0&&b > 0

]

//TraditionalFormFullSimplify

[∫ 1

0

xa−1(1 − x)b−1dx, a > 0&&b > 0

]

//TraditionalFormFullSimplify

[∫ 1

0

xa−1(1 − x)b−1dx, a > 0&&b > 0

]

//TraditionalForm

Γ(a)Γ(b)

Γ(a + b)

FullSimplify

[

Beta[a, b] ==
Gamma[a]Gamma[b]

Gamma[a + b]
, a > 0&&b > 0

]
FullSimplify

[

Beta[a, b] ==
Gamma[a]Gamma[b]

Gamma[a + b]
, a > 0&&b > 0

]

FullSimplify

[

Beta[a, b] ==
Gamma[a]Gamma[b]

Gamma[a + b]
, a > 0&&b > 0

]

True

∫ 1

0

Log[1 + x]

x
dx

∫ 1

0

Log[1 + x]

x
dx

∫ 1

0

Log[1 + x]

x
dx

π2

12

∫ 1

0

Log[1 − x]

x
dx

∫ 1

0

Log[1 − x]

x
dx

∫ 1

0

Log[1 − x]

x
dx

−
π2

6

FullSimplify

[∫ 1

0

Log [1 + xa]

x
dx, a > 0

]
FullSimplify

[∫ 1

0

Log [1 + xa]

x
dx, a > 0

]

FullSimplify

[∫ 1

0

Log [1 + xa]

x
dx, a > 0

]

π2

12a

FullSimplify

[∫ ∞

0

e−sx Sin[x]

x
dx, s > 0

]
FullSimplify

[∫ ∞

0

e−sx Sin[x]

x
dx, s > 0

]

FullSimplify

[∫ ∞

0

e−sx Sin[x]

x
dx, s > 0

]

ArcCot[s]
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FullSimplify

[∫ ∞

0

e−sx Sin[x]2

x
dx, s > 0

]
FullSimplify

[∫ ∞

0

e−sx Sin[x]2

x
dx, s > 0

]

FullSimplify

[∫ ∞

0

e−sx Sin[x]2

x
dx, s > 0

]

1

4
Log

[

1 +
4

s2

]

∫ ∞

0

Sin[x]

x
dx

∫ ∞

0

Sin[x]

x
dx

∫ ∞

0

Sin[x]

x
dx

π

2

FullSimplify

[∫ 1

0

xa − xb

Log[x]
dx, a > 0&&b > 0

]
FullSimplify

[∫ 1

0

xa − xb

Log[x]
dx, a > 0&&b > 0

]

FullSimplify

[∫ 1

0

xa − xb

Log[x]
dx, a > 0&&b > 0

]

Log

[
1 + a

1 + b

]

FullSimplify

[∫ π/2

0

Sin[x]2a dx, a > 0

]

FullSimplify

[∫ π/2

0

Sin[x]2a dx, a > 0

]

FullSimplify

[∫ π/2

0

Sin[x]2a dx, a > 0

]

√
πGamma

[
1
2

+ a
]

2Gamma[1 + a]

FullSimplify

[∫ ∞

0

ArcTan[ax]

x (1 + x2)
dx, a > 0

]
FullSimplify

[∫ ∞

0

ArcTan[ax]

x (1 + x2)
dx, a > 0

]

FullSimplify

[∫ ∞

0

ArcTan[ax]

x (1 + x2)
dx, a > 0

]

1

2
πLog[1 + a]

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 35 – Matematică prin MATHEMATICA
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FullSimplify

[∫ ∞

0

e−sx Log[x]dx, s > 0

]
FullSimplify

[∫ ∞

0

e−sx Log[x]dx, s > 0

]

FullSimplify

[∫ ∞

0

e−sx Log[x]dx, s > 0

]

−
−1 + EulerGamma + Log[s]

s2

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 36 – Matematică prin MATHEMATICA



3

Comenzi grafice

3.1 Comanda Plot

Comanda Plot are sintaxa

3.1.1 Plot[f(x), {x, a, b}]

Vizualizează graficul al functiei f : [a, b] → R.

37



3. COMENZI GRAFICE

3.1.2 (* Exemplu Plot *)

Plot[Sin[x], {x,−π, π}]Plot[Sin[x], {x,−π, π}]Plot[Sin[x], {x,−π, π}]

3 2 1 1 2 3

1.0

0.5

0.5

1.0

3.1.3 (* Exemplu Plot *)

Plot[Sin[x], {x,−π, π}, Ticks → None]Plot[Sin[x], {x,−π, π}, Ticks → None]Plot[Sin[x], {x,−π, π}, Ticks → None]
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3.1.4 (* Exemplu Plot *)

Plot[Sin[x], {x,−π, π},Plot[Sin[x], {x,−π, π},Plot[Sin[x], {x,−π, π},
Axes → True, AxesLabel → {x, Sin[x]},Axes → True, AxesLabel → {x, Sin[x]},Axes → True, AxesLabel → {x, Sin[x]},
LabelStyle → Directive[Red, Bold, 16],LabelStyle → Directive[Red, Bold, 16],LabelStyle → Directive[Red, Bold, 16],

Frame → True,Frame → True,Frame → True,FrameStyle → Directive[Orange, 12]]FrameStyle → Directive[Orange, 12]]FrameStyle → Directive[Orange, 12]]

3 2 1 0 1 2 3
1.0

0.5

0.0

0.5

1.0

x

sin x
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3.1.5 (* Exemplu Plot *)

Plot[Sin[x], {x,−π, π}, Ticks → {{−Pi, Pi}, {−1, 1}},Plot[Sin[x], {x,−π, π}, Ticks → {{−Pi, Pi}, {−1, 1}},Plot[Sin[x], {x,−π, π}, Ticks → {{−Pi, Pi}, {−1, 1}},
TicksStyle → Directive[Red, Bold, 14],TicksStyle → Directive[Red, Bold, 14],TicksStyle → Directive[Red, Bold, 14],

PlotStyle → {Cyan, Dashed, Thickness[0.01]}]PlotStyle → {Cyan, Dashed, Thickness[0.01]}]PlotStyle → {Cyan, Dashed, Thickness[0.01]}]

1

1
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3.1.6 (* Exemplu Plot *)

grafic0 = Plot[Sin[x], {x,−π, π}, Ticks → {{−Pi, Pi}, {−1, 1}},grafic0 = Plot[Sin[x], {x,−π, π}, Ticks → {{−Pi, Pi}, {−1, 1}},grafic0 = Plot[Sin[x], {x,−π, π}, Ticks → {{−Pi, Pi}, {−1, 1}},
TicksStyle → Directive[Red, Bold, Italic, 14],TicksStyle → Directive[Red, Bold, Italic, 14],TicksStyle → Directive[Red, Bold, Italic, 14],

PlotStyle → {Orange, Thickness[0.01]},PlotStyle → {Orange, Thickness[0.01]},PlotStyle → {Orange, Thickness[0.01]},
Filling → Axis, FillingStyle → Cyan];Filling → Axis, FillingStyle → Cyan];Filling → Axis, FillingStyle → Cyan];

text0 = Graphics[Text[Style[Sin[x], 20, Bold, Red], {2.7, 0.9}],text0 = Graphics[Text[Style[Sin[x], 20, Bold, Red], {2.7, 0.9}],text0 = Graphics[Text[Style[Sin[x], 20, Bold, Red], {2.7, 0.9}],
FormatType → TraditionalForm];FormatType → TraditionalForm];FormatType → TraditionalForm];

Show[grafic0, text0]Show[grafic0, text0]Show[grafic0, text0]

sin x

1

1

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 41 – Matematică prin MATHEMATICA
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3.1.7 (* Exemplu Plot *)

Plot[Sin[x], {x,−π, π},Plot[Sin[x], {x,−π, π},Plot[Sin[x], {x,−π, π},
Filling → Axis, FillingStyle → Orange,Filling → Axis, FillingStyle → Orange,Filling → Axis, FillingStyle → Orange,

PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]}]PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]}]PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]}]

3 2 1 1 2 3

1.0

0.5

0.5

1.0
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3.1.8 (* Exemplu Plot *)

Plot[{Max[Sin[x], Cos[x]], Sin[x], Cos[x]}, {x,−π, π},Plot[{Max[Sin[x], Cos[x]], Sin[x], Cos[x]}, {x,−π, π},Plot[{Max[Sin[x], Cos[x]], Sin[x], Cos[x]}, {x,−π, π},
PlotStyle → {{Cyan, Thickness[0.02]}, {Blue, Dashed, Thickness[0.006]},PlotStyle → {{Cyan, Thickness[0.02]}, {Blue, Dashed, Thickness[0.006]},PlotStyle → {{Cyan, Thickness[0.02]}, {Blue, Dashed, Thickness[0.006]},
{Red, Dashed, Thickness[0.006]}}]{Red, Dashed, Thickness[0.006]}}]{Red, Dashed, Thickness[0.006]}}]

3 2 1 1 2 3

1.0

0.5

0.5

1.0
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3.1.9 (* Exemplu Plot, Piecewise *)

f [x ]:=Piecewise[{{x, x < 0},f [x ]:=Piecewise[{{x, x < 0},f [x ]:=Piecewise[{{x, x < 0}, {x(1 − x), x > 0}}];{x(1 − x), x > 0}}];{x(1 − x), x > 0}}];

f [x]f [x]f [x]






x x < 0

(1 − x)x x > 0

0 True

Plot[f [x], {x,−1, 1}, AspectRatio → Automatic]Plot[f [x], {x,−1, 1}, AspectRatio → Automatic]Plot[f [x], {x,−1, 1}, AspectRatio → Automatic]

1.0 0.5 0.5 1.0

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2
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3.1.10 (* Exemplu Plot *)

grafic1 = Plot[f [x], {x,−1, 0}, PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]}];grafic1 = Plot[f [x], {x,−1, 0}, PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]}];grafic1 = Plot[f [x], {x,−1, 0}, PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]}];
grafic2 = Plot[f [x], {x, 0, 1}, PlotStyle → {Blue, Thickness[0.01]}];grafic2 = Plot[f [x], {x, 0, 1}, PlotStyle → {Blue, Thickness[0.01]}];grafic2 = Plot[f [x], {x, 0, 1}, PlotStyle → {Blue, Thickness[0.01]}];
Show[grafic1, grafic2, PlotRange → {{−1, 1}, {−1, 1}},Show[grafic1, grafic2, PlotRange → {{−1, 1}, {−1, 1}},Show[grafic1, grafic2, PlotRange → {{−1, 1}, {−1, 1}},
AspectRatio → Automatic]AspectRatio → Automatic]AspectRatio → Automatic]

1.0 0.5 0.5 1.0

1.0

0.5

0.5

1.0
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3.2 Comanda ParametricPlot

Comanda ParametricPlot are sintaxa

3.2.1 ParametricPlot[{x(t), y(t)}, {t, a, b}]

Genereaza un grafic al curbei

γ : [a, b] → R2, γ(t) = (x(t), y(t)).

3.2.2 (* Exemplu ParametricPlot *)

cerc[x , y , R ]:=ParametricPlot[{x + RCos[t], y + RSin[t]}, {t, 0, 2π},cerc[x , y , R ]:=ParametricPlot[{x + RCos[t], y + RSin[t]}, {t, 0, 2π},cerc[x , y , R ]:=ParametricPlot[{x + RCos[t], y + RSin[t]}, {t, 0, 2π},
PlotStyle → {Blue, Thickness[0.01]},PlotStyle → {Blue, Thickness[0.01]},PlotStyle → {Blue, Thickness[0.01]},
Ticks → {{{0, "0"}}, {{R, "(0, R)"}}},Ticks → {{{0, "0"}}, {{R, "(0, R)"}}},Ticks → {{{0, "0"}}, {{R, "(0, R)"}}},
TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 14]]TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 14]]TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 14]]

cerc[0, 1, 1]cerc[0, 1, 1]cerc[0, 1, 1]

0, R

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 46 – Matematică prin MATHEMATICA
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3.2.3 (* Cicloida *)

cicloida[R ]:=ParametricPlot[{R(t − Sin[t]), R(1 − Cos[t])}, {t, 0, 2π},cicloida[R ]:=ParametricPlot[{R(t − Sin[t]), R(1 − Cos[t])}, {t, 0, 2π},cicloida[R ]:=ParametricPlot[{R(t − Sin[t]), R(1 − Cos[t])}, {t, 0, 2π},
PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]},PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]},PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]},
Ticks → {{{2π, "2π R"}}, {{2, "2 R"}}},Ticks → {{{2π, "2π R"}}, {{2, "2 R"}}},Ticks → {{{2π, "2π R"}}, {{2, "2 R"}}},
TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 14]]TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 14]]TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 14]]

cicloida[1]cicloida[1]cicloida[1]

2 R

2 R

3.2.4 (* Cerc şi Cicloida generată *)

Show[cerc[0,1,1], cicloida[1], PlotRange → Automatic]Show[cerc[0,1,1], cicloida[1], PlotRange → Automatic]Show[cerc[0,1,1], cicloida[1], PlotRange → Automatic]

0, R
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3.2.5 (* Epicicloida, R=k r *)

epicicloida[r , k ]:=epicicloida[r , k ]:=epicicloida[r , k ]:=

ParametricPlot

[{

r(k + 1)

(

Cos[t] −
Cos[(k + 1)t]

k + 1

)

,ParametricPlot

[{

r(k + 1)

(

Cos[t] −
Cos[(k + 1)t]

k + 1

)

,ParametricPlot

[{

r(k + 1)

(

Cos[t] −
Cos[(k + 1)t]

k + 1

)

,

r(k + 1)

(

Sin[t] −
Sin[(k + 1)t]

k + 1

)}

, {t, 0, 2π},r(k + 1)

(

Sin[t] −
Sin[(k + 1)t]

k + 1

)}

, {t, 0, 2π},r(k + 1)

(

Sin[t] −
Sin[(k + 1)t]

k + 1

)}

, {t, 0, 2π},

PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]}, Ticks → None]PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]}, Ticks → None]PlotStyle → {Red, Thickness[0.01]}, Ticks → None]

Show[epicicloida[1, 10], cerc[0, 0, 10], Axes->False]Show[epicicloida[1, 10], cerc[0, 0, 10], Axes->False]Show[epicicloida[1, 10], cerc[0, 0, 10], Axes->False]

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 48 – Matematică prin MATHEMATICA
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3.2.6 (* Animatie: Generarea cicloidei *)

R = 1;R = 1;R = 1;

Animate[Animate[Animate[

ParametricPlot[ParametricPlot[ParametricPlot[{
{2πRa, R} t

2π
+ (2π−t)

2π
{R(a2π − Sin[a2π]), R(1 − Cos[a2π])},

{
{2πRa, R} t

2π
+ (2π−t)

2π
{R(a2π − Sin[a2π]), R(1 − Cos[a2π])},

{
{2πRa, R} t

2π
+ (2π−t)

2π
{R(a2π − Sin[a2π]), R(1 − Cos[a2π])},

{2πRa + RCos[t], R + RSin[t]},{2πRa + RCos[t], R + RSin[t]},{2πRa + RCos[t], R + RSin[t]},
{R(at − Sin[at]), R(1 − Cos[at])}, {−R, 0}, {2π + R, 2}}, {t, 0, 2π},{R(at − Sin[at]), R(1 − Cos[at])}, {−R, 0}, {2π + R, 2}}, {t, 0, 2π},{R(at − Sin[at]), R(1 − Cos[at])}, {−R, 0}, {2π + R, 2}}, {t, 0, 2π},
PlotStyle → {{Blue, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]},PlotStyle → {{Blue, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]},PlotStyle → {{Blue, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]},
{Red, Thickness[0.01]}}, Ticks → {{{2π, "2π R"}}, {{2, "2 R"}}},{Red, Thickness[0.01]}}, Ticks → {{{2π, "2π R"}}, {{2, "2 R"}}},{Red, Thickness[0.01]}}, Ticks → {{{2π, "2π R"}}, {{2, "2 R"}}},
TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 12]], {a, 0, 1},TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 12]], {a, 0, 1},TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 12]], {a, 0, 1},
AnimationRunning → False]AnimationRunning → False]AnimationRunning → False]
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3.2.7 (* Secvenţe din generarea cicloidei *)

R = 1;R = 1;R = 1;

Table[Table[Table[

ParametricPlot[ParametricPlot[ParametricPlot[{
{2πRa, R} t

2π
+ (2π−t)

2π
{R(a2π − Sin[a2π]), R(1 − Cos[a2π])},

{
{2πRa, R} t

2π
+ (2π−t)

2π
{R(a2π − Sin[a2π]), R(1 − Cos[a2π])},

{
{2πRa, R} t

2π
+ (2π−t)

2π
{R(a2π − Sin[a2π]), R(1 − Cos[a2π])},

{2πRa + RCos[t], R + RSin[t]},{2πRa + RCos[t], R + RSin[t]},{2πRa + RCos[t], R + RSin[t]},
{R(at − Sin[at]), R(1 − Cos[at])}, {−R, 0}, {2π + R, 2}},{R(at − Sin[at]), R(1 − Cos[at])}, {−R, 0}, {2π + R, 2}},{R(at − Sin[at]), R(1 − Cos[at])}, {−R, 0}, {2π + R, 2}},
{t, 0, 2π},{t, 0, 2π},{t, 0, 2π},
PlotStyle → {{Blue, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]},PlotStyle → {{Blue, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]},PlotStyle → {{Blue, Thickness[0.005]}, {Blue, Thickness[0.005]},
{Red, Thickness[0.01]}}, Ticks → {{{2π, "2π R"}}, {{2, "2 R"}}},{Red, Thickness[0.01]}}, Ticks → {{{2π, "2π R"}}, {{2, "2 R"}}},{Red, Thickness[0.01]}}, Ticks → {{{2π, "2π R"}}, {{2, "2 R"}}},
TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 12]], {a, 0, 1, .1}]TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 12]], {a, 0, 1, .1}]TicksStyle → Directive[Bold, Blue, 12]], {a, 0, 1, .1}]

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R
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2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R

2 R
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3.2.8 (* Secvenţe din generarea evolventei cercului *)

evolventa[t_]:=

{Cos[t] - Sin[t] (2 Pi - t), Sin[t] + Cos[t] (2 Pi - t)}

t ∈ [0, 2π].
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3.2.9 (* Lemniscata lui Bernoulli *)

a:=1;a:=1;a:=1;

ParametricPlot

[{

a
Cos[t]

1 + Sin[t]2
, a

Sin[t]Cos[t]

1 + Sin[t]2

}

, {t,−π, π},ParametricPlot

[{

a
Cos[t]

1 + Sin[t]2
, a

Sin[t]Cos[t]

1 + Sin[t]2

}

, {t,−π, π},ParametricPlot

[{

a
Cos[t]

1 + Sin[t]2
, a

Sin[t]Cos[t]

1 + Sin[t]2

}

, {t,−π, π},

Axes → None, Frame → True,Axes → None, Frame → True,Axes → None, Frame → True,

FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Lemniscata lui Bernoulli"}},FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Lemniscata lui Bernoulli"}},FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Lemniscata lui Bernoulli"}},
LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 16],LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 16],LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 16],

PlotLabel → Style

[

Framed

[

"(a
Cos[t]

1 + Sin[t]2
, a

Sin[t]Cos[t]

1 + Sin[t]2
)"

]

,PlotLabel → Style

[

Framed

[

"(a
Cos[t]

1 + Sin[t]2
, a

Sin[t]Cos[t]

1 + Sin[t]2
)"

]

,PlotLabel → Style

[

Framed

[

"(a
Cos[t]

1 + Sin[t]2
, a

Sin[t]Cos[t]

1 + Sin[t]2
)"

]

,

20, Blue, Background → Lighter[Yellow]],20, Blue, Background → Lighter[Yellow]],20, Blue, Background → Lighter[Yellow]],

PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0

0.3
0.2
0.1
0.0
0.1
0.2
0.3

Lemniscata lui Bernoulli

a
Cos t

1 Sin t 2
, a

Sin t Cos t

1 Sin t 2
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3.2.10 (* Lantisorul *)

a:=1;a:=1;a:=1;

ParametricPlot
[{

{x, 0},
{
0, 1+x

1

}
,
{
ax, a Cosh

[
x
a

]}}
, {x,−1, 1},ParametricPlot

[{
{x, 0},

{
0, 1+x

1

}
,
{
ax, a Cosh

[
x
a

]}}
, {x,−1, 1},ParametricPlot

[{
{x, 0},

{
0, 1+x

1

}
,
{
ax, a Cosh

[
x
a

]}}
, {x,−1, 1},

PlotStyle → {{Cyan, Thickness[0.01]},PlotStyle → {{Cyan, Thickness[0.01]},PlotStyle → {{Cyan, Thickness[0.01]},
{Cyan, Thickness[0.01]},{Cyan, Thickness[0.01]},{Cyan, Thickness[0.01]},
{Red, Thickness[0.02]}},{Red, Thickness[0.02]}},{Red, Thickness[0.02]}},
Axes → None, Frame → True,Axes → None, Frame → True,Axes → None, Frame → True,

FrameLabel → {{" ", " "}, {x, "Lantisorul"}},FrameLabel → {{" ", " "}, {x, "Lantisorul"}},FrameLabel → {{" ", " "}, {x, "Lantisorul"}},
LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 20],LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 20],LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 20],

PlotLabel → Style
[
Framed

[
a Cosh

[
x
a

]]
, 20, Blue,PlotLabel → Style

[
Framed

[
a Cosh

[
x
a

]]
, 20, Blue,PlotLabel → Style

[
Framed

[
a Cosh

[
x
a

]]
, 20, Blue,

Background → Lighter[White]]]Background → Lighter[White]]]Background → Lighter[White]]]

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

x

Lantisorul

cosh x
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3.2.11 (* Spirala logaritmica *)

a:=1;a:=1;a:=1;

b:=.1;b:=.1;b:=.1;

ParametricPlot
[{

aebtCos[t], aebtSin[t]
}

, {t, 0, 8π},ParametricPlot
[{

aebtCos[t], aebtSin[t]
}

, {t, 0, 8π},ParametricPlot
[{

aebtCos[t], aebtSin[t]
}

, {t, 0, 8π},
Axes → True, Frame → True,Axes → True, Frame → True,Axes → True, Frame → True,

FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Spirala logaritmica"}},FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Spirala logaritmica"}},FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Spirala logaritmica"}},
LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 16],LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 16],LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 16],

PlotLabel → Style
[
Framed

[
"(a ebt Cos[t], a ebt Sin[t])"

]
, 20,PlotLabel → Style

[
Framed

[
"(a ebt Cos[t], a ebt Sin[t])"

]
, 20,PlotLabel → Style

[
Framed

[
"(a ebt Cos[t], a ebt Sin[t])"

]
, 20,

Blue, Background → Lighter[Yellow]],Blue, Background → Lighter[Yellow]],Blue, Background → Lighter[Yellow]],

PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]

5 0 5 10
10

5

0

5

Spirala logaritmica

a b t Cos t , a b t Sin t
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3.2.12 (* Tractricea *)

a:=1;a:=1;a:=1;

ParametricPlot
[{

aSin[t], a Cos[t] + aLog
[
Tan

[
t
2

]]}
, {t, 0, π},ParametricPlot

[{
aSin[t], a Cos[t] + aLog

[
Tan

[
t
2

]]}
, {t, 0, π},ParametricPlot

[{
aSin[t], a Cos[t] + aLog

[
Tan

[
t
2

]]}
, {t, 0, π},

Axes → True, Frame → True,Axes → True, Frame → True,Axes → True, Frame → True,

FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Tractricea"}},FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Tractricea"}},FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Tractricea"}},
LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 10],LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 10],LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 10],

PlotLabel → Style
[
Framed

[
"(a Sin[t],a Cos[t]+a Log[Tan[ t

2
]])"
]
,PlotLabel → Style

[
Framed

[
"(a Sin[t],a Cos[t]+a Log[Tan[ t

2
]])"
]
,PlotLabel → Style

[
Framed

[
"(a Sin[t],a Cos[t]+a Log[Tan[ t

2
]])"
]
,

20, Blue, Background → Lighter[Yellow]],20, Blue, Background → Lighter[Yellow]],20, Blue, Background → Lighter[Yellow]],

PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]
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3.2.13 (* Cissoida lui Diocles *)

a:=1;a:=1;a:=1;

ParametricPlot
[{

2a t2

1+t2
, 2a t3

1+t2

}
, {t,−1.2, 1.2},ParametricPlot

[{
2a t2

1+t2
, 2a t3

1+t2

}
, {t,−1.2, 1.2},ParametricPlot

[{
2a t2

1+t2
, 2a t3

1+t2

}
, {t,−1.2, 1.2},

Axes → True, Frame → True,Axes → True, Frame → True,Axes → True, Frame → True,

FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Cissoida lui Diocles"}},FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Cissoida lui Diocles"}},FrameLabel → {{" ", " "}, {" ", "Cissoida lui Diocles"}},
LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 10],LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 10],LabelStyle → Directive[Blue, Bold, 10],

PlotLabel → Style
[
Framed

[
"(2a t2

1+t2
, 2a t3

1+t2
)"
]
, 20, Blue,PlotLabel → Style

[
Framed

[
"(2a t2

1+t2
, 2a t3

1+t2
)"
]
, 20, Blue,PlotLabel → Style

[
Framed

[
"(2a t2

1+t2
, 2a t3

1+t2
)"
]
, 20, Blue,

Background → Lighter[Yellow]],Background → Lighter[Yellow]],Background → Lighter[Yellow]],

PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]PlotStyle → {Red, Thickness[0.02]}]
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3.3 Comanda ContourPlot

Comanda ContourPlot are sintaxa

3.3.1 ContourPlot[f(x, y) == 0, {x, a, b}, {y, c, d}]

Vizualizează graficului curbei reprezentată implicit de ecuaţia

f(x, y) == 0 din interiorul dreptunghiului [a, b] × [c, d].

3.3.2 (* Frontiera bilei euclidiene *)

ContourPlot[x2 + y2 == 1, {x,−1.5, 1.5}, {y,−1.5, 1.5},ContourPlot[x2 + y2 == 1, {x,−1.5, 1.5}, {y,−1.5, 1.5},ContourPlot[x2 + y2 == 1, {x,−1.5, 1.5}, {y,−1.5, 1.5},
ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]]]ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]]]ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]]]
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3.3.3 (* Frontiera bilei Minkovski *)

ContourPlot[Abs[x]+Abs[y]==1,{x,-1.5,1.5},{y,-1.5,1.5},ContourPlot[Abs[x]+Abs[y]==1,{x,-1.5,1.5},{y,-1.5,1.5},ContourPlot[Abs[x]+Abs[y]==1,{x,-1.5,1.5},{y,-1.5,1.5},
ContourStyle →Directive[Blue,Thickness[0.01]],ContourStyle →Directive[Blue,Thickness[0.01]],ContourStyle →Directive[Blue,Thickness[0.01]],

PlotLabel → Style[Framed[Bila Minkovski Abs[x]+Abs[y]==1],PlotLabel → Style[Framed[Bila Minkovski Abs[x]+Abs[y]==1],PlotLabel → Style[Framed[Bila Minkovski Abs[x]+Abs[y]==1],

24,Blue,Background → Lighter[Blue, 0.8]]]24,Blue,Background → Lighter[Blue, 0.8]]]24,Blue,Background → Lighter[Blue, 0.8]]]
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3.3. COMANDA CONTOURPLOT

3.3.4 (* Frontiera bilei Chebysev *)

ContourPlot[ContourPlot[ContourPlot[

Max[Abs[x], Abs[y]] == 1,Max[Abs[x], Abs[y]] == 1,Max[Abs[x], Abs[y]] == 1,

{x,−2, 2}, {y,−2, 2},{x,−2, 2}, {y,−2, 2},{x,−2, 2}, {y,−2, 2},
ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],

PlotLabel → Style[Framed[BilaChebysev Max[Abs[x], Abs[y]] == 1],PlotLabel → Style[Framed[BilaChebysev Max[Abs[x], Abs[y]] == 1],PlotLabel → Style[Framed[BilaChebysev Max[Abs[x], Abs[y]] == 1],

24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]]]24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]]]24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]]]

2 1 0 1 2

2

1

0
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Bila Chebysev maxx , y 1
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3.3.5 (* Cardioida *)

ContourPlot
[
(x2 + y2 − 2x)

2
== 4 (x2 + y2) ,ContourPlot

[
(x2 + y2 − 2x)

2
== 4 (x2 + y2) ,ContourPlot

[
(x2 + y2 − 2x)

2
== 4 (x2 + y2) ,

{x,−1, 5}, {y,−3, 3},{x,−1, 5}, {y,−3, 3},{x,−1, 5}, {y,−3, 3},
ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],

PlotLabel → Style [Framed ["Cardioida: (x2 + y2-2x)2==4(x2 + y2)"] ,PlotLabel → Style [Framed ["Cardioida: (x2 + y2-2x)2==4(x2 + y2)"] ,PlotLabel → Style [Framed ["Cardioida: (x2 + y2-2x)2==4(x2 + y2)"] ,

28, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]],28, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]],28, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]],

FrameStyle → Directive[Black, 20], GridLines → AutomaticFrameStyle → Directive[Black, 20], GridLines → AutomaticFrameStyle → Directive[Black, 20], GridLines → Automatic
]

1 0 1 2 3 4 5
3

2

1

0

1

2

3

Cardioida: x2 y2 2x 2 4 x2 y2
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3.3.6 (* Astroida*)

ContourPlot[ContourPlot[ContourPlot[
3
√

x2 + 3
√

y2 == 1,
3
√

x2 + 3
√

y2 == 1,3
√

x2 + 3
√

y2 == 1,

{x,−1.5, 1.5}, {y,−1.5, 1.5},{x,−1.5, 1.5}, {y,−1.5, 1.5},{x,−1.5, 1.5}, {y,−1.5, 1.5},
ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],

PlotLabel → Style[PlotLabel → Style[PlotLabel → Style[

Framed
[
"Astroida:

3
√

x2 + 3
√

y2 == 1 "
]
, 24, Blue,Framed

[
"Astroida:

3
√

x2 + 3
√

y2 == 1 "
]
, 24, Blue,Framed

[
"Astroida:

3
√

x2 + 3
√

y2 == 1 "
]
, 24, Blue,

Background → Lighter[Blue, 0.8]],Background → Lighter[Blue, 0.8]],Background → Lighter[Blue, 0.8]],

FrameStyle → Directive[Black, 20], GridLines → Automatic,FrameStyle → Directive[Black, 20], GridLines → Automatic,FrameStyle → Directive[Black, 20], GridLines → Automatic,

AspectRatio → Automatic, PlotPoints → 300, ImageSize → 600]AspectRatio → Automatic, PlotPoints → 300, ImageSize → 600]AspectRatio → Automatic, PlotPoints → 300, ImageSize → 600]
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3.3.7 (* Curba Scarabeu *)

c = 3.2; a = 9;c = 3.2; a = 9;c = 3.2; a = 9;

ContourPlot[ContourPlot[ContourPlot[

4 (x2 + y2 + cx)
2
(x2 + y2) − a2 (x2 − y2)

2
== 0,4 (x2 + y2 + cx)

2
(x2 + y2) − a2 (x2 − y2)

2
== 0,4 (x2 + y2 + cx)

2
(x2 + y2) − a2 (x2 − y2)

2
== 0,

{x,−8, 1.4}, {y,−5, 5},{x,−8, 1.4}, {y,−5, 5},{x,−8, 1.4}, {y,−5, 5},
ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],

PlotLabel → Style[PlotLabel → Style[PlotLabel → Style[

Framed
[
Scarabeu : 4 (x2 + y2 + cx)

2
(x2 + y2) − a2 (x2 − y2)

2
== 0

]
,Framed

[
Scarabeu : 4 (x2 + y2 + cx)

2
(x2 + y2) − a2 (x2 − y2)

2
== 0

]
,Framed

[
Scarabeu : 4 (x2 + y2 + cx)

2
(x2 + y2) − a2 (x2 − y2)

2
== 0

]
,

24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]], GridLines → Automatic24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]], GridLines → Automatic24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]], GridLines → Automatic
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4
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Scarabeul: 4x2 y2 c x 2 x2 y2 a2 x2 y2 2 0
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3.3.8 (* Curba morii de vânt *)

a = 2;a = 2;a = 2;

ContourPlot[ContourPlot[ContourPlot[

(x2 + y2)
2
(x2 − y2)

2 − 4a2x2y2 == 0,(x2 + y2)
2
(x2 − y2)

2 − 4a2x2y2 == 0,(x2 + y2)
2
(x2 − y2)

2 − 4a2x2y2 == 0,

{x,−5, 5}, {y,−5, 5},{x,−5, 5}, {y,−5, 5},{x,−5, 5}, {y,−5, 5},
ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],

PlotLabel → Style[PlotLabel → Style[PlotLabel → Style[

Framed ["Moara de vant: (x2 + y2)2 (x2 − y2)2-4a2x2y2 ==0" ] , 28,Framed ["Moara de vant: (x2 + y2)2 (x2 − y2)2-4a2x2y2 ==0" ] , 28,Framed ["Moara de vant: (x2 + y2)2 (x2 − y2)2-4a2x2y2 ==0" ] , 28,

Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]], GridLines → AutomaticBlue, Background → Lighter[Blue, 0.8]], GridLines → AutomaticBlue, Background → Lighter[Blue, 0.8]], GridLines → Automatic
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Moara de vant: x2 y2 2 x2 y2 2 4a2x2y2 0
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3.3.9 (* Curba corola *)

a = 1;a = 1;a = 1;

ContourPlot[ContourPlot[ContourPlot[

(x2 + y2)
3
==4a2x2y2,(x2 + y2)

3
==4a2x2y2,(x2 + y2)

3
==4a2x2y2,

{x,−.8, .8}, {y,−.8, .8},{x,−.8, .8}, {y,−.8, .8},{x,−.8, .8}, {y,−.8, .8},
ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],ContourStyle → Directive[Blue, Thickness[0.01]],

PlotLabel → Style[PlotLabel → Style[PlotLabel → Style[

Framed ["Corola: (x2 + y2)3 == 4a2x2y2"] , 28, Blue,Framed ["Corola: (x2 + y2)3 == 4a2x2y2"] , 28, Blue,Framed ["Corola: (x2 + y2)3 == 4a2x2y2"] , 28, Blue,

Background → Lighter[Blue, 0.8]], GridLines → AutomaticBackground → Lighter[Blue, 0.8]], GridLines → AutomaticBackground → Lighter[Blue, 0.8]], GridLines → Automatic]
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3.4 Comanda RegionPlot

3.4.1 RegionPlot[pred, {x,a,b},{y,c,d}]

vizualizează subdomeniul plan din dreptunghiul [a, b] × [c, d] pentru

care condiţia “pred” este adevarată.

3.4.2 (* Exemplu RegionPlot *)

RegionPlot [x4 + y4 < 1, {x,-1.5,1.5},{y,-1.5,1.5},RegionPlot [x4 + y4 < 1, {x,-1.5,1.5},{y,-1.5,1.5},RegionPlot [x4 + y4 < 1, {x,-1.5,1.5},{y,-1.5,1.5},
BoundaryStyle → Directive[Blue,Thickness[0.004]],BoundaryStyle → Directive[Blue,Thickness[0.004]],BoundaryStyle → Directive[Blue,Thickness[0.004]],

PlotLabel → Style [Framed [Domeniul: x4 + y4 < 1],PlotLabel → Style [Framed [Domeniul: x4 + y4 < 1],PlotLabel → Style [Framed [Domeniul: x4 + y4 < 1],

24, Blue, Background→ Lighter[Blue, 0.8]]]24, Blue, Background→ Lighter[Blue, 0.8]]]24, Blue, Background→ Lighter[Blue, 0.8]]]
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3.4.3 (* Exemplu RegionPlot *)

RegionPlot
[
(x3 + y3)

2
< 1, {x,−4, 4}, {y,−4, 4},RegionPlot

[
(x3 + y3)

2
< 1, {x,−4, 4}, {y,−4, 4},RegionPlot

[
(x3 + y3)

2
< 1, {x,−4, 4}, {y,−4, 4},

BoundaryStyle → Directive[Blue, Thickness[0.004]],BoundaryStyle → Directive[Blue, Thickness[0.004]],BoundaryStyle → Directive[Blue, Thickness[0.004]],

PlotLabel → Style
[
Framed

[
Domeniul : (x3 + y3)

2
< 1
]
,PlotLabel → Style

[
Framed

[
Domeniul : (x3 + y3)

2
< 1
]
,PlotLabel → Style

[
Framed

[
Domeniul : (x3 + y3)

2
< 1
]
,

24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]]]24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]]]24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]]]
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3.4.4 (* Exemplu RegionPlot *)

RegionPlot [0.002 < (x − y)2 < 1&& 0.002 < (x + y)2 < 1, {x,−1, 1},RegionPlot [0.002 < (x − y)2 < 1&& 0.002 < (x + y)2 < 1, {x,−1, 1},RegionPlot [0.002 < (x − y)2 < 1&& 0.002 < (x + y)2 < 1, {x,−1, 1},
{y,−1, 1}, BoundaryStyle → Directive[Blue, Thickness[0.004]],{y,−1, 1}, BoundaryStyle → Directive[Blue, Thickness[0.004]],{y,−1, 1}, BoundaryStyle → Directive[Blue, Thickness[0.004]],

PlotLabel →PlotLabel →PlotLabel →
Style [Framed [Domeniul : 0.1 < (x − y)2 < 1 && 0.1 < (x + y)2 < 1] ,Style [Framed [Domeniul : 0.1 < (x − y)2 < 1 && 0.1 < (x + y)2 < 1] ,Style [Framed [Domeniul : 0.1 < (x − y)2 < 1 && 0.1 < (x + y)2 < 1] ,

24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]], PlotPoints → 25]24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]], PlotPoints → 25]24, Blue, Background → Lighter[Blue, 0.8]], PlotPoints → 25]
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3.5 Comanda Plot3D

Comanda Plot3D are sintaxa

3.5.1 Plot3D[f [x, y], {x, a, b}, {y, c, d}]

vizualizează graficul funcţiei f : [a, b] × [c, d] → R3.

3.5.2 (* Exemplu Plot3D - Conoid *)

Plot3D[t/2 Sin[p], {t, 0, 3Pi}, {p, 0, 3Pi},Plot3D[t/2 Sin[p], {t, 0, 3Pi}, {p, 0, 3Pi},Plot3D[t/2 Sin[p], {t, 0, 3Pi}, {p, 0, 3Pi},
Boxed->False, Axes->False,Boxed->False, Axes->False,Boxed->False, Axes->False,

PlotPoints->{65, 65},PlotPoints->{65, 65},PlotPoints->{65, 65},
Background->GrayLevel[1.00], Mesh->False]Background->GrayLevel[1.00], Mesh->False]Background->GrayLevel[1.00], Mesh->False]
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3.6 Comanda ParametricPlot3D

Comanda ParametricPlot3D are sintaxa

3.6.1 ParametricPlot3D[{x(u,v),y(u,v),z(u,v)},{u,a,b},{v,c,d}]

Vizualizează suptafaţa cu reprezentarea parametrică

S :






x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, v)

, u ∈ [a, b], v ∈ [c, d].

Exemplu

ParametricPlot3D[{x, y, 0}, {x,−1, 1}, {y,−1, 1},ParametricPlot3D[{x, y, 0}, {x,−1, 1}, {y,−1, 1},ParametricPlot3D[{x, y, 0}, {x,−1, 1}, {y,−1, 1},
Boxed → False, Axes → False, Mesh → True,Boxed → False, Axes → False, Mesh → True,Boxed → False, Axes → False, Mesh → True,

MeshStyle → Directive[Gray],MeshStyle → Directive[Gray],MeshStyle → Directive[Gray],

PlotStyle → Directive[{Opacity[0.75]}]]PlotStyle → Directive[{Opacity[0.75]}]]PlotStyle → Directive[{Opacity[0.75]}]]
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3. COMENZI GRAFICE

3.6.2 (* Astroid *)

ParametricPlot3D[{(Cos[p]Cos[t])∧3, 3(Cos[p]Sin[t])∧3, 2Sin[p]∧3},ParametricPlot3D[{(Cos[p]Cos[t])∧3, 3(Cos[p]Sin[t])∧3, 2Sin[p]∧3},ParametricPlot3D[{(Cos[p]Cos[t])∧3, 3(Cos[p]Sin[t])∧3, 2Sin[p]∧3},
{t,−Pi, Pi}, {p,−1.45, 1.45},{t,−Pi, Pi}, {p,−1.45, 1.45},{t,−Pi, Pi}, {p,−1.45, 1.45},
Boxed->False, Axes->False, Mesh->False,Boxed->False, Axes->False, Mesh->False,Boxed->False, Axes->False, Mesh->False,

ViewPoint->{3, 4, 4}]ViewPoint->{3, 4, 4}]ViewPoint->{3, 4, 4}]
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3.6.3 (* Cilindru *)

ParametricPlot3D[{u, u∧2/4, v}, {u,−10, 10}, {v,−25, 25},ParametricPlot3D[{u, u∧2/4, v}, {u,−10, 10}, {v,−25, 25},ParametricPlot3D[{u, u∧2/4, v}, {u,−10, 10}, {v,−25, 25},
Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {33, 33}Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {33, 33}Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {33, 33}
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3.6.4 (* Cilindru *)

ParametricPlot3D[{Cos[u], Sin[u], v}, {u,−Pi, Pi}, {v,−1, 1},ParametricPlot3D[{Cos[u], Sin[u], v}, {u,−Pi, Pi}, {v,−1, 1},ParametricPlot3D[{Cos[u], Sin[u], v}, {u,−Pi, Pi}, {v,−1, 1},
Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {65, 25},Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {65, 25},Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {65, 25},
Background → GrayLevel[1.0]]Background → GrayLevel[1.0]]Background → GrayLevel[1.0]]
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3.6. COMANDA PARAMETRICPLOT3D

3.6.5 (* Con *)

ParametricPlot3D[{1
2
uCos[v], 1

4
uSin[v], u}, {u,−3, 3}, {v,−π, π},ParametricPlot3D[{1

2
uCos[v], 1

4
uSin[v], u}, {u,−3, 3}, {v,−π, π},ParametricPlot3D[{1

2
uCos[v], 1

4
uSin[v], u}, {u,−3, 3}, {v,−π, π},

Boxed → False,Boxed → False,Boxed → False,

Axes → False, PlotPoints → {41, 41}, Background → GrayLevel[1.0]]Axes → False, PlotPoints → {41, 41}, Background → GrayLevel[1.0]]Axes → False, PlotPoints → {41, 41}, Background → GrayLevel[1.0]]
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3.6.6 (* Conoid - “tub pasta” *)

tubpasta = ParametricPlot3D[tubpasta = ParametricPlot3D[tubpasta = ParametricPlot3D[

{t ∗ {Cos[φ], Sin[φ], 4} + (1 − t) ∗ {Cos[φ], 0, 0}}, {t, 0, 1},{t ∗ {Cos[φ], Sin[φ], 4} + (1 − t) ∗ {Cos[φ], 0, 0}}, {t, 0, 1},{t ∗ {Cos[φ], Sin[φ], 4} + (1 − t) ∗ {Cos[φ], 0, 0}}, {t, 0, 1},
{φ, 0, 2Pi}, Boxed → False, Axes → False, Mesh → False]{φ, 0, 2Pi}, Boxed → False, Axes → False, Mesh → False]{φ, 0, 2Pi}, Boxed → False, Axes → False, Mesh → False]
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3.6.7 (* Conoid - “tub pasta” - generatoare rectilinii*)
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3. COMENZI GRAFICE

3.6.8 (* Elicoid *)

ParametricPlot3D[{pCos[t], pSin[t], t}, {t,−Pi, 2Pi},ParametricPlot3D[{pCos[t], pSin[t], t}, {t,−Pi, 2Pi},ParametricPlot3D[{pCos[t], pSin[t], t}, {t,−Pi, 2Pi},
{p,−4, 4}, Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {45, 37}{p,−4, 4}, Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {45, 37}{p,−4, 4}, Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {45, 37}
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3.6.9 (* Elipsoid 1* )

ParametricPlot3D[{Cos[p]Cos[t], 2/3Cos[p]Sin[t], 3/2Sin[p]},ParametricPlot3D[{Cos[p]Cos[t], 2/3Cos[p]Sin[t], 3/2Sin[p]},ParametricPlot3D[{Cos[p]Cos[t], 2/3Cos[p]Sin[t], 3/2Sin[p]},
{t, 0, 2Pi}, {p,−Pi/2, Pi/2},{t, 0, 2Pi}, {p,−Pi/2, Pi/2},{t, 0, 2Pi}, {p,−Pi/2, Pi/2},
Boxed->False, Axes->False,Boxed->False, Axes->False,Boxed->False, Axes->False,

Background->GrayLevel[1.0]]Background->GrayLevel[1.0]]Background->GrayLevel[1.0]]
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3.6.10 (* Elipsoid 2* )

a = ParametricPlot3D[{4Cos[p]Cos[t], 8Cos[p]Sin[t], 5Sin[p]},a = ParametricPlot3D[{4Cos[p]Cos[t], 8Cos[p]Sin[t], 5Sin[p]},a = ParametricPlot3D[{4Cos[p]Cos[t], 8Cos[p]Sin[t], 5Sin[p]},
{t,−Pi, Pi}, {p,−Pi/2, Pi/2}, Boxed → False, Axes → False,{t,−Pi, Pi}, {p,−Pi/2, Pi/2}, Boxed → False, Axes → False,{t,−Pi, Pi}, {p,−Pi/2, Pi/2}, Boxed → False, Axes → False,

PlotPoints → {41, 41}, Background → GrayLevel[0.3]]PlotPoints → {41, 41}, Background → GrayLevel[0.3]]PlotPoints → {41, 41}, Background → GrayLevel[0.3]]
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3.6.11 (* Semielipsoid *)

ParametricPlot3D[ParametricPlot3D[ParametricPlot3D[

{21Cos[p]Cos[t], 35Cos[p]Sin[t], 14Sin[p]},{21Cos[p]Cos[t], 35Cos[p]Sin[t], 14Sin[p]},{21Cos[p]Cos[t], 35Cos[p]Sin[t], 14Sin[p]},
{t, 0, 2Pi}, {p,−Pi/2, 0},{t, 0, 2Pi}, {p,−Pi/2, 0},{t, 0, 2Pi}, {p,−Pi/2, 0},
Boxed->False, Axes->False,Boxed->False, Axes->False,Boxed->False, Axes->False,

PlotPoints->{37, 17},PlotPoints->{37, 17},PlotPoints->{37, 17},
ViewPoint->{3, 2, 1},ViewPoint->{3, 2, 1},ViewPoint->{3, 2, 1},
Background->GrayLevel[1]]Background->GrayLevel[1]]Background->GrayLevel[1]]
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3.6.12 (* Hiperboloidul cu o pânză *)

a = ParametricPlot3D[{Cos[t]Cosh[p], 2/3Sin[t]Cosh[p], 3/2Sinh[p]},a = ParametricPlot3D[{Cos[t]Cosh[p], 2/3Sin[t]Cosh[p], 3/2Sinh[p]},a = ParametricPlot3D[{Cos[t]Cosh[p], 2/3Sin[t]Cosh[p], 3/2Sinh[p]},
{t,−Pi, Pi}, {p,−Pi/2, Pi/2}, Boxed → False,{t,−Pi, Pi}, {p,−Pi/2, Pi/2}, Boxed → False,{t,−Pi, Pi}, {p,−Pi/2, Pi/2}, Boxed → False,

Axes → False, PlotPoints → {29, 9}, Background → GrayLevel[0.8]]Axes → False, PlotPoints → {29, 9}, Background → GrayLevel[0.8]]Axes → False, PlotPoints → {29, 9}, Background → GrayLevel[0.8]]

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 82 – Matematică prin MATHEMATICA
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3.7 Comanda RegionPlot3D

Sintaxa comenzii RegionPlot3D este

3.7.1 RegionPlot3D[pred,{x, x1, x2}, {y, y1, y2}, {z, z1, z2}]

Ea vizualizează subdomeniul paralelipipedului [x1, x2]×[y1, y2]×[z1, z2]

ı̂n care “pred” este adevărat.

3.7.2 (* RegionPlot3D - Hiperboloidul cu o pânză *)

regplot = RegionPlot3D[x2 + y2 − z2

( 3
2
)2

≤ 1,regplot = RegionPlot3D[x2 + y2 − z2

( 3
2
)2

≤ 1,regplot = RegionPlot3D[x2 + y2 − z2

( 3
2
)2

≤ 1,

{x,−3, 3}, {y,−3, 3}, {z,−3, 3},{x,−3, 3}, {y,−3, 3}, {z,−3, 3},{x,−3, 3}, {y,−3, 3}, {z,−3, 3},
Mesh->False, Boxed → False, Axes → False]Mesh->False, Boxed → False, Axes → False]Mesh->False, Boxed → False, Axes → False]

Analog obţinem:
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Generatoare hiperbolice ale hiperboloidului cu o pânză
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Generatoare eliptice ale hiperboloidului cu o pânză
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Generatoarele rectilinii ale hiperboloidului cu o pânză
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3.7.3 (* Hiperboloidul cu doua pânze*)

ParametricPlot3D[{ParametricPlot3D[{ParametricPlot3D[{
{1/3((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Cos[t],{1/3((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Cos[t],{1/3((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Cos[t],

((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Sin[t], p},((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Sin[t], p},((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Sin[t], p},
{1/3((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Cos[t],{1/3((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Cos[t],{1/3((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Cos[t],

((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Sin[t],−p}},((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Sin[t],−p}},((Sqrt[p∧2 − 1] + p) − 1/(Sqrt[p∧2 − 1] + p))/2Sin[t],−p}},
{t,−Pi, Pi}, {p, 1, 5},{t,−Pi, Pi}, {p, 1, 5},{t,−Pi, Pi}, {p, 1, 5},
Boxed->False, Axes->FalseBoxed->False, Axes->FalseBoxed->False, Axes->False
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3.7.4 (* Paraboloidul eliptic *)

ParametricPlot3D[{Sqrt[2p]Cos[t], 2/3Sqrt[2p]Sin[t], p},ParametricPlot3D[{Sqrt[2p]Cos[t], 2/3Sqrt[2p]Sin[t], p},ParametricPlot3D[{Sqrt[2p]Cos[t], 2/3Sqrt[2p]Sin[t], p},
{t,−Pi, Pi}, {p, 0, 2}, Boxed → False, Axes → False,{t,−Pi, Pi}, {p, 0, 2}, Boxed → False, Axes → False,{t,−Pi, Pi}, {p, 0, 2}, Boxed → False, Axes → False,

PlotPoints → {29, 9}]PlotPoints → {29, 9}]PlotPoints → {29, 9}]
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3.7.5 (* Paraboloidul hiperbolic*)

ParametricPlot3D[{(v − u)/2, (v + u)/2 ∗ N [Sqrt[5]], uv/2},ParametricPlot3D[{(v − u)/2, (v + u)/2 ∗ N [Sqrt[5]], uv/2},ParametricPlot3D[{(v − u)/2, (v + u)/2 ∗ N [Sqrt[5]], uv/2},
{u,−2, 5}, {v,−3, 4}, Boxed → False, Axes → False,{u,−2, 5}, {v,−3, 4}, Boxed → False, Axes → False,{u,−2, 5}, {v,−3, 4}, Boxed → False, Axes → False,

PlotPoints → {13, 9}, ViewPoint → {2, 2, 2.5}]PlotPoints → {13, 9}, ViewPoint → {2, 2, 2.5}]PlotPoints → {13, 9}, ViewPoint → {2, 2, 2.5}]
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Generatoare rectilinii ale paraboloidului hiperbolic
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3.7.6 (* Tor *)

ParametricPlot3D[{(3 + Cos[t])Cos[p], (3 + Cos[t])Sin[p], Sin[t]},ParametricPlot3D[{(3 + Cos[t])Cos[p], (3 + Cos[t])Sin[p], Sin[t]},ParametricPlot3D[{(3 + Cos[t])Cos[p], (3 + Cos[t])Sin[p], Sin[t]},
{t, 0, 2Pi}, {p,−4.7, 0},{t, 0, 2Pi}, {p,−4.7, 0},{t, 0, 2Pi}, {p,−4.7, 0},
Boxed → False, Axes → False, ViewPoint → {1, 1, 1}]Boxed → False, Axes → False, ViewPoint → {1, 1, 1}]Boxed → False, Axes → False, ViewPoint → {1, 1, 1}]
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3.7.7 (* Tor 2*)

ParametricPlot3D[{(1 + Cos[t])Cos[p], (1 + Cos[t])Sin[p], Sin[t]},ParametricPlot3D[{(1 + Cos[t])Cos[p], (1 + Cos[t])Sin[p], Sin[t]},ParametricPlot3D[{(1 + Cos[t])Cos[p], (1 + Cos[t])Sin[p], Sin[t]},
{t, 0, 2Pi}, {p,−2π, 0},{t, 0, 2Pi}, {p,−2π, 0},{t, 0, 2Pi}, {p,−2π, 0},
Boxed → False,Boxed → False,Boxed → False,

Axes → False, Mesh → False,Axes → False, Mesh → False,Axes → False, Mesh → False,

ViewPoint → {1, 1, 1}]ViewPoint → {1, 1, 1}]ViewPoint → {1, 1, 1}]
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3.7.8 (* Banda lui Moebius *)

view = {0.5,−2, 0.7}; m = 70; diamgen = 0.22; m2 = 70;view = {0.5,−2, 0.7}; m = 70; diamgen = 0.22; m2 = 70;view = {0.5,−2, 0.7}; m = 70; diamgen = 0.22; m2 = 70;

banda = ParametricPlot3D[banda = ParametricPlot3D[banda = ParametricPlot3D[
{(

6 + Cos[u] + vCos
[

u
2

])
Cos[u], 2

(
5 + Sin[u] + vCos

[
u
2

])
Sin[u],

{(
6 + Cos[u] + vCos

[
u
2

])
Cos[u], 2

(
5 + Sin[u] + vCos

[
u
2

])
Sin[u],

{(
6 + Cos[u] + vCos

[
u
2

])
Cos[u], 2

(
5 + Sin[u] + vCos

[
u
2

])
Sin[u],

0.4Sin[4u] + vSin
[

u
2

]}
, {u, 0, 2π}, {v,−2, 2},0.4Sin[4u] + vSin

[
u
2

]}
, {u, 0, 2π}, {v,−2, 2},0.4Sin[4u] + vSin

[
u
2

]}
, {u, 0, 2π}, {v,−2, 2},

Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {145, 9},Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {145, 9},Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {145, 9},
ViewPoint → view];ViewPoint → view];ViewPoint → view];

liniemijloc = ParametricPlot3D[liniemijloc = ParametricPlot3D[liniemijloc = ParametricPlot3D[

{(6 + Cos[u])Cos[u], 2(5 + Sin[u])Sin[u], 0.4Sin[4u]},{(6 + Cos[u])Cos[u], 2(5 + Sin[u])Sin[u], 0.4Sin[4u]},{(6 + Cos[u])Cos[u], 2(5 + Sin[u])Sin[u], 0.4Sin[4u]},
{u, 0, 2π}, Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {145, 9},{u, 0, 2π}, Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {145, 9},{u, 0, 2π}, Boxed → False, Axes → False, PlotPoints → {145, 9},
ViewPoint → view, PlotStyle → {Red, Thickness[0.007]},ViewPoint → view, PlotStyle → {Red, Thickness[0.007]},ViewPoint → view, PlotStyle → {Red, Thickness[0.007]},
ViewPoint → view];ViewPoint → view];ViewPoint → view];

Show[banda, liniemijloc]Show[banda, liniemijloc]Show[banda, liniemijloc]
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3.7.9 (* Semi Pseudosfera )*

ParametricPlot3D[{Sech[u]Cos[v], Sech[u]Sin[v], u − Tanh[u]},ParametricPlot3D[{Sech[u]Cos[v], Sech[u]Sin[v], u − Tanh[u]},ParametricPlot3D[{Sech[u]Cos[v], Sech[u]Sin[v], u − Tanh[u]},
{u,−4, 0}, {v, 0, 2Pi},{u,−4, 0}, {v, 0, 2Pi},{u,−4, 0}, {v, 0, 2Pi},
PlotPoints → 201, Boxed → False, Axes → False, ImageSize → 500,PlotPoints → 201, Boxed → False, Axes → False, ImageSize → 500,PlotPoints → 201, Boxed → False, Axes → False, ImageSize → 500,

PlotStyle->Directive[{Opacity[0.9], Orange}],PlotStyle->Directive[{Opacity[0.9], Orange}],PlotStyle->Directive[{Opacity[0.9], Orange}],
Mesh → 16, MeshStyle → Directive[{GrayLevel[.6], Thickness[.003]}],Mesh → 16, MeshStyle → Directive[{GrayLevel[.6], Thickness[.003]}],Mesh → 16, MeshStyle → Directive[{GrayLevel[.6], Thickness[.003]}],
PlotRange → Automatic]PlotRange → Automatic]PlotRange → Automatic]
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3.7.10 (* Pseudosfera )*

ParametricPlot3D[{Sech[u]Cos[v], Sech[u]Sin[v], u − Tanh[u]},ParametricPlot3D[{Sech[u]Cos[v], Sech[u]Sin[v], u − Tanh[u]},ParametricPlot3D[{Sech[u]Cos[v], Sech[u]Sin[v], u − Tanh[u]},
{u,−4, 4}, {v, 0, 2Pi},{u,−4, 4}, {v, 0, 2Pi},{u,−4, 4}, {v, 0, 2Pi},
PlotPoints → 201, Boxed → False, Axes → False, ImageSize → 500,PlotPoints → 201, Boxed → False, Axes → False, ImageSize → 500,PlotPoints → 201, Boxed → False, Axes → False, ImageSize → 500,

PlotStyle->Directive[{Opacity[0.9]}],PlotStyle->Directive[{Opacity[0.9]}],PlotStyle->Directive[{Opacity[0.9]}],
Mesh → 16, MeshStyle → Directive[{GrayLevel[.6], Thickness[.003]}],Mesh → 16, MeshStyle → Directive[{GrayLevel[.6], Thickness[.003]}],Mesh → 16, MeshStyle → Directive[{GrayLevel[.6], Thickness[.003]}],
PlotRange → Automatic]PlotRange → Automatic]PlotRange → Automatic]
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3.8 Calcul volume corpuri

Vom da ca exemplu calculul volumul corpului obţinut prin intersecţia

cilindrilor:

Cxy : x2 + y2 ≤ R2, Cyz : y2 + z2 ≤ R2, Czx : z2 + x2 ≤ R2,

Folosind comenzile ContourPlot3D şi RegionPlot3D, obţinem

graficele de pe pagina următoare:
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Cxy Cyz

Czx Cxy ∩ Cyz ∩ Czx
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Calculăm volumul unei şaisprezecimi de corp.

1
16

Cxy ∩ Cyz ∩ Czx

Trecând la coordonate sferice, obţinem

16
∫ π/4

0

(∫ R

0

√
R2 − ρ2 Cos[θ]2 ρ dρ

)
dθ16

∫ π/4

0

(∫ R

0

√
R2 − ρ2 Cos[θ]2 ρ dρ

)
dθ16

∫ π/4

0

(∫ R

0

√
R2 − ρ2 Cos[θ]2 ρ dρ

)
dθ

8
(
2 −

√
2
)
(R2)

3/2

sau folosim o metodă generală

FullSimplify[FullSimplify[FullSimplify[
∫ R

−R

(∫ R

−R

(∫ R

−R
Boole [x2 + y2 ≤ R2 && y2 + z2 ≤ R2 && z2 + x2 ≤ R2]

∫ R

−R

(∫ R

−R

(∫ R

−R
Boole [x2 + y2 ≤ R2 && y2 + z2 ≤ R2 && z2 + x2 ≤ R2]

∫ R

−R

(∫ R

−R

(∫ R

−R
Boole [x2 + y2 ≤ R2 && y2 + z2 ≤ R2 && z2 + x2 ≤ R2]

dx)dy)dz, R > 0]dx)dy)dz, R > 0]dx)dy)dz, R > 0]

−8
(
−2 +

√
2
)
(R2)

3/2
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3.9 Aplicaţii MATHEMATICA la vizualizarea

conicelor

Considerăm un con

Prin intersecţia conului cu diferite plane se obţin conice.
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Dacă intersectăm

conul cu un

plan neparalel cu

ı̂nălţimea, sau cu o

generatoare, obţinem

o

o elipsă.
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Dacă intersectăm

conul cu un plan

paralel cu ı̂nălţimea,

obţinem o

hiperbolă.
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Dacă intersectăm

conul cu un plan par-

alel cu o generatoare,

obţinem o

parabolă.
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3.9.1 (* Plane osculatoare, normale şi rectifiante la elice)*

Planele osculatoare, normale şi rectifiante la elicea

(cos t, sin t, 0.2 t) , t ∈ [−2, 3].

mai exact, pătrate construite pe versorii

tangentei, normalei şi binormalei.
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3.9.2 (* Triedrul lui Frenet la elice)*

Planele triedrului lui Frenet al elicei

(cos t, sin t, 0.2 t) , t ∈ [−2, 3].
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3.9.3 (* Corpului lui Viviani *)

Corpul lui Viviani se obţine prin decuparea unui cilindru dintr-o sferă

V :

(

x −
R

2

)2

+ y2 ≤

(
R

2

)2

, x2 + y2 + z2 ≤ R2.

Vizualizarea se face folosind comenzile RegionPlot3D şi

ParametricPlot3D.
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3.9.4 (* Şaua maimuţei *)

u0 = −1.8; u1 = 1.8; v0 = −1.8; v1 = 1.8;u0 = −1.8; u1 = 1.8; v0 = −1.8; v1 = 1.8;u0 = −1.8; u1 = 1.8; v0 = −1.8; v1 = 1.8;

sauamaimutei = ParametricPlot3D [{u, v, u3 − uv2} , {u, u0, u1},sauamaimutei = ParametricPlot3D [{u, v, u3 − uv2} , {u, u0, u1},sauamaimutei = ParametricPlot3D [{u, v, u3 − uv2} , {u, u0, u1},
{v, v0, v1}, Boxed → False, Axes → False, Mesh → True,{v, v0, v1}, Boxed → False, Axes → False, Mesh → True,{v, v0, v1}, Boxed → False, Axes → False, Mesh → True,

MeshStyle → Directive[Gray], Background → GrayLevel[.8],MeshStyle → Directive[Gray], Background → GrayLevel[.8],MeshStyle → Directive[Gray], Background → GrayLevel[.8],

PlotStyle → Directive[{Opacity[1]}], ViewPoint → {1, 1, 4}];PlotStyle → Directive[{Opacity[1]}], ViewPoint → {1, 1, 4}];PlotStyle → Directive[{Opacity[1]}], ViewPoint → {1, 1, 4}];
curbaU = ParametricPlot3D [{u, 0, u3} , {u, u0 + 0.1, u1 − 0.02},curbaU = ParametricPlot3D [{u, 0, u3} , {u, u0 + 0.1, u1 − 0.02},curbaU = ParametricPlot3D [{u, 0, u3} , {u, u0 + 0.1, u1 − 0.02},
Boxed → False, Axes → False,Boxed → False, Axes → False,Boxed → False, Axes → False,

PlotStyle → Directive[{Green, Thickness[.02]}],PlotStyle → Directive[{Green, Thickness[.02]}],PlotStyle → Directive[{Green, Thickness[.02]}],
Background → GrayLevel[.7], ViewPoint → {1, 1, 1}];Background → GrayLevel[.7], ViewPoint → {1, 1, 1}];Background → GrayLevel[.7], ViewPoint → {1, 1, 1}];
curbaV = ParametricPlot3D[{0, v, +0.01}, {v, v0 + 0.04, v1 − 0.04},curbaV = ParametricPlot3D[{0, v, +0.01}, {v, v0 + 0.04, v1 − 0.04},curbaV = ParametricPlot3D[{0, v, +0.01}, {v, v0 + 0.04, v1 − 0.04},
Boxed → False, Axes → False,Boxed → False, Axes → False,Boxed → False, Axes → False,

PlotStyle → Directive[{Yellow, Thickness[.02]}],PlotStyle → Directive[{Yellow, Thickness[.02]}],PlotStyle → Directive[{Yellow, Thickness[.02]}],
Background → GrayLevel[.7], ViewPoint → {2, 2, 3}];Background → GrayLevel[.7], ViewPoint → {2, 2, 3}];Background → GrayLevel[.7], ViewPoint → {2, 2, 3}];
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4

Culori ı̂n MATHEMATICA

4.1 Comanda RGBColor

4.1.1 RGBColor[ rosu“rosu”, verde“verde”, albastru“albastru”, “opacitate”]

unde parametri “rosu”, “verde”, “albastru”, “opacitate” iau valori in

intervalul [0, 1].

4.2 Comanda CMYKColor

4.2.1 CMYKColor[ cyan“cyan”, magenta“magenta”, yellow“yellow”, “black”]

unde parametri “cyan”, “magenta”, “yellow”, “black” şi eventual,

“opacitate” iau valori in intervalul [0, 1].
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(* Exemple: *)(* Exemple: *)(* Exemple: *)

Graphics[{RGBColor[1, 0, 0], Disk[]}]Graphics[{RGBColor[1, 0, 0], Disk[]}]Graphics[{RGBColor[1, 0, 0], Disk[]}]

Graphics[{RGBColor[0, 1, 0], Disk[]}]Graphics[{RGBColor[0, 1, 0], Disk[]}]Graphics[{RGBColor[0, 1, 0], Disk[]}]

Graphics[{RGBColor[0, 0, 1], Disk[]}]Graphics[{RGBColor[0, 0, 1], Disk[]}]Graphics[{RGBColor[0, 0, 1], Disk[]}]
Graphics[{Graphics[{Graphics[{
{RGBColor[1, 0, 0, .2], Disk[{0, 0}]},{RGBColor[1, 0, 0, .2], Disk[{0, 0}]},{RGBColor[1, 0, 0, .2], Disk[{0, 0}]},
{RGBColor[1, 0, 0, .4], Disk[{0.4, 0}]},{RGBColor[1, 0, 0, .4], Disk[{0.4, 0}]},{RGBColor[1, 0, 0, .4], Disk[{0.4, 0}]},
{RGBColor[1, 0, 0, .7], Disk[{0.8, 0}]}}, ImageSize → 1000]{RGBColor[1, 0, 0, .7], Disk[{0.8, 0}]}}, ImageSize → 1000]{RGBColor[1, 0, 0, .7], Disk[{0.8, 0}]}}, ImageSize → 1000]
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Show[Graphics[{Show[Graphics[{Show[Graphics[{
Text[Style["Cyan", 40, Bold, CMYKColor[1, 0, 0, 0]], {0, 0}],Text[Style["Cyan", 40, Bold, CMYKColor[1, 0, 0, 0]], {0, 0}],Text[Style["Cyan", 40, Bold, CMYKColor[1, 0, 0, 0]], {0, 0}],
Text[Style["Magenta", 40, Bold, CMYKColor[0, 1, 0, 0]], {15, 5}],Text[Style["Magenta", 40, Bold, CMYKColor[0, 1, 0, 0]], {15, 5}],Text[Style["Magenta", 40, Bold, CMYKColor[0, 1, 0, 0]], {15, 5}],
Text[Style["Yellow", 40, Bold, CMYKColor[0, 0, 1, 0]], {30, 10}],Text[Style["Yellow", 40, Bold, CMYKColor[0, 0, 1, 0]], {30, 10}],Text[Style["Yellow", 40, Bold, CMYKColor[0, 0, 1, 0]], {30, 10}],
Text[Style["Black", 40, Bold, CMYKColor[0, 0, 0, 1]], {40, 15}]}]]Text[Style["Black", 40, Bold, CMYKColor[0, 0, 0, 1]], {40, 15}]}]]Text[Style["Black", 40, Bold, CMYKColor[0, 0, 0, 1]], {40, 15}]}]]

Cyan
Magenta

Yellow
Black

Prezentăm, ı̂n continuare, tabele de culorile RGB, după modelul

urmator.

i k

j RGBColor i,j,k
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Table[GraphicsGrid[Table[Table[GraphicsGrid[Table[Table[GraphicsGrid[Table[

If[j == −.2&&k== − .2, i" ( = i)",If[j == −.2&&k== − .2, i" ( = i)",If[j == −.2&&k== − .2, i" ( = i)",

If[k == −.2, j"( = j )",If[k == −.2, j"( = j )",If[k == −.2, j"( = j )",

If[j == −.2, k"( = k )",If[j == −.2, k"( = k )",If[j == −.2, k"( = k )",

Graphics[{RGBColor[i, j, k], Rectangle[]}]]]],Graphics[{RGBColor[i, j, k], Rectangle[]}]]]],Graphics[{RGBColor[i, j, k], Rectangle[]}]]]],
{j,−.2, 1, .2}, {k,−.2, 1, .2}], ImageSize → 700], {i, 0, 1, .2}];{j,−.2, 1, .2}, {k,−.2, 1, .2}], ImageSize → 700], {i, 0, 1, .2}];{j,−.2, 1, .2}, {k,−.2, 1, .2}], ImageSize → 700], {i, 0, 1, .2}];

0. i 0. k 0.2 k 0.4 k 0.6 k 0.8 k 1. k

0. j

0.2 j

0.4 j

0.6 j

0.8 j

1. j

RGBColor[ 0 , j, k]RGBColor[ 0 , j, k]RGBColor[ 0 , j, k]
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0.2 i 0. k 0.2 k 0.4 k 0.6 k 0.8 k 1. k

0. j

0.2 j

0.4 j

0.6 j

0.8 j

1. j

RGBColor[ .2 , j, k]RGBColor[ .2 , j, k]RGBColor[ .2 , j, k]
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0.4 i 0. k 0.2 k 0.4 k 0.6 k 0.8 k 1. k

0. j

0.2 j

0.4 j

0.6 j

0.8 j

1. j

RGBColor[ .4 , j, k]RGBColor[ .4 , j, k]RGBColor[ .4 , j, k]
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0.6 i 0. k 0.2 k 0.4 k 0.6 k 0.8 k 1. k

0. j

0.2 j

0.4 j

0.6 j

0.8 j

1. j

RGBColor[ .6 , j, k]RGBColor[ .6 , j, k]RGBColor[ .6 , j, k]
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0.8 i 0. k 0.2 k 0.4 k 0.6 k 0.8 k 1. k

0. j

0.2 j

0.4 j

0.6 j

0.8 j

1. j

RGBColor[ .8 , j, k]RGBColor[ .8 , j, k]RGBColor[ .8 , j, k]
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1. i 0. k 0.2 k 0.4 k 0.6 k 0.8 k 1. k

0. j

0.2 j

0.4 j

0.6 j

0.8 j

1. j

RGBColor[ 1 , j, k]RGBColor[ 1 , j, k]RGBColor[ 1 , j, k]
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h = 0.1;h = 0.1;h = 0.1;

Graphics[Table[{RGBColor[i, j, 0], Rectangle[{i, j}, {1, 1}]}, {i, 0, 1, h},Graphics[Table[{RGBColor[i, j, 0], Rectangle[{i, j}, {1, 1}]}, {i, 0, 1, h},Graphics[Table[{RGBColor[i, j, 0], Rectangle[{i, j}, {1, 1}]}, {i, 0, 1, h},
{j, 0, 1, h}]]{j, 0, 1, h}]]{j, 0, 1, h}]]

h = 0.01;h = 0.01;h = 0.01;

Graphics[Table[{RGBColor[i, j, 0], Rectangle[{i, j}, {1, 1}]}, {i, 0, 1, h},Graphics[Table[{RGBColor[i, j, 0], Rectangle[{i, j}, {1, 1}]}, {i, 0, 1, h},Graphics[Table[{RGBColor[i, j, 0], Rectangle[{i, j}, {1, 1}]}, {i, 0, 1, h},
{j, 0, 1, h}]]{j, 0, 1, h}]]{j, 0, 1, h}]]
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h = 0.1;h = 0.1;h = 0.1;

GraphicsGrid[Table[Graphics[{RGBColor[i, j, 0], Rectangle[{i, j}]}],GraphicsGrid[Table[Graphics[{RGBColor[i, j, 0], Rectangle[{i, j}]}],GraphicsGrid[Table[Graphics[{RGBColor[i, j, 0], Rectangle[{i, j}]}],
{i, 0, 1, h}, {j, 0, 1, h}]]{i, 0, 1, h}, {j, 0, 1, h}]]{i, 0, 1, h}, {j, 0, 1, h}]]

h = 0.1;h = 0.1;h = 0.1;

GraphicsGrid[Table[Graphics[{RGBColor[i, j, 1], Rectangle[{i, j}]}],GraphicsGrid[Table[Graphics[{RGBColor[i, j, 1], Rectangle[{i, j}]}],GraphicsGrid[Table[Graphics[{RGBColor[i, j, 1], Rectangle[{i, j}]}],
{i, 0, 1, h}, {j, 0, 1, h}]]{i, 0, 1, h}, {j, 0, 1, h}]]{i, 0, 1, h}, {j, 0, 1, h}]]
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h = .25;h = .25;h = .25;

Graphics3D[Graphics3D[Graphics3D[

Table[{RGBColor[{i, j, k}], Cuboid[{i, j, k}, {i, j, k} + h.7{1, 1, 1}]},Table[{RGBColor[{i, j, k}], Cuboid[{i, j, k}, {i, j, k} + h.7{1, 1, 1}]},Table[{RGBColor[{i, j, k}], Cuboid[{i, j, k}, {i, j, k} + h.7{1, 1, 1}]},
{i, 0, 1, h}, {j, 0, 1, h}, {k, 0, 1, h}], Boxed → False]{i, 0, 1, h}, {j, 0, 1, h}, {k, 0, 1, h}], Boxed → False]{i, 0, 1, h}, {j, 0, 1, h}, {k, 0, 1, h}], Boxed → False]
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Analog obţinem semisfera
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5

Vectori şi matrice

5.1 Operaţii cu vectori şi matrice

Spaţiul vectorilor geometrici tridimensionali, R3, este alcătuit din

triplete ordonate de numere reale. Prin generalizare, Rn este alcătuit

din sistemele ordonate de n numere reale

xxx = (x1, . . . , xn), cu xi ∈ R.

Acestea reprezintă vectori reali n-dimensionali.

Convenţie:

Vectorii vor fi simbolizaţi prin caractere ı̂ngroşate, ı̂n timp ce pentru

scalari se vor utiliza caractere simple.
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Pentru fiecare n ∈ N∗, vectorii reali n-dimensionali se adună ı̂ntre ei şi

se ı̂nmulţesc cu numere reale componentă cu componentă:

xxx + yyy = (x1 + y1, . . . , xn + yn), αxxx = (αx1, . . . , αxn).

Cele două operaţii prezentate mai sus definesc ı̂n Rn o structură alge-

brică de spaţiu vectorial real.

Comentariu:

În Mathematica (prescurtat “M”“M”“M”), un sistem ordonat de elemente (nu-

mere, simboluri etc.) reprezintă o listă. Astfel, vectorul tridimensional

vvv = (1, 2, 3) va fi

vvv = List[1, 2, 3]

{1, 2, 3}

Similar, matricea

R =











0 −1 0

1 0 0

0 0 1











cu care, ı̂nmulţind vectorul tridimensional vvv, acesta se va roti cu 90◦ ı̂n

jurul axei Ox3 ı̂n sens direct, reprezintă tot o listă şi anume,

R = List[{0,−1, 0}, {1, 0, 0}, {0, 0, 1}]

{{0,−1, 0}, {1, 0, 0}, {0, 0, 1}}

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 124 – Matematică prin MATHEMATICA
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Rotitul lui vvv va fi atunci produsul matriceal (operaţie notată cu punct)

R.vvv

{−2, 1, 3}

Să observăm că lista-vector vvv joacă aici rol de matrice-coloană, dar ea

poate juca şi rol de matrice-linie când facem produsul

vvv.R

{2,−1, 3}

5.2 Operaţii elementare cu vectori. Discutarea şi

rezolvarea unui sistem liniar

Să consierăm o matrice Am×n şi următoarele trei tipuri de operaţii -

numite elementare - cu liniile sale:

O1) permutarea a două linii;

O2) ı̂nmulţirea unei linii cu un număr nenul;

O3) scăderea unei linii, ı̂nmulţită cu un număr, din altă linie.

Orice secvenţă de operaţii elementare este considerată la rândul său

operaţie elementară. Pentru efectuarea unei astfel de operaţii ı̂n “M”“M”“M”,

definim comanda Opelem[A][i, j][k], unde A este matrice, i şi j sunt

ı̂ntregi pozitivi, iar k este un ı̂ntreg. Această comandă acţionează ı̂n

felul următor:

• pentru k < 0, permută liniile i şi j din A;
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• pentru k = 0, ı̂mparte linia i la aij , dacă aij 6= 0;

• pentru k > 0, scade din linia j linia i a lui A amplificată cu ajk/aik,

dacă aik 6= 0.

Opelem[A /; MatrixQ[A]][i /; IntegerQ[i]&&i > 0,

j /; IntegerQ[j]&&j > 0][k /; IntegerQ[k]] :=

Block[{a = A}, Which[k < 0, a[[{i, j}]] = a[[{j, i}]], k == 0&&a[[i, j]] 6= 0,

a[[i]] = a[[i]]/a[[i, j]], k == 0&&a[[i, j]] == 0,

Print[“elementul[”, i, “, ”, j, “] = 0”], k > 0&&a[[i, k]] 6= 0,

a[[j]] = a[[j]] − a[[i]] ∗ a[[j, k]]/a[[i, k]], a[[i, k]] == 0,

Print[“elementul[”, i, “, ”, k, “] = 0”]]; a]

Aplicaţie

Ca primă aplicaţie, prezentăm una dintre cele mai eficiente metode de

a stabili compatibilitatea şi apoi de a găsi soluţiile unui sistem liniar

neomogen. Sistemul liniar analizat aici are matricea extinsă

A =















1 3 2 1 4

2 6 −1 3 s

1 3 −3 2 −3

1 2 0 1 1















,

s fiind un parametru. Vom căuta valorile lui s pentru care sistemul are

soluţii, iar apoi vom determina respectivele soluţii.
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Rezolvare

Prin operaţii elementare efectuate cu ajutorul comenzii Opelem,

aducem matricea A la forma redusă pe linii, formă ce se caracterizează

prin proprietatea: fiecare linie a matricei, de la a doua ı̂n jos, ı̂ncepe

cu mai multe zerouri decât linia precedentă, existând şi posibilitatea ca

ultimele linii să fie nule.

Întrucât operaţiile elementare modifică matricea extinsă, dar nu

modifică mulţimea (posibil vidă) a soluţiilor sistemului, vom trans-

fera discutarea compatibilităţii sale şi determinarea eventualelor soluţii,

la sistemul echivalent având matricea redusă pe linii. Iată un şir de

operaţii elementare ce realizează forma redusă pe linii pentru matricea

A:

A1 = Opelem[A][1, 2][1]; A1//MatrixForm














1 3 2 1 4

0 0 −5 1 −8 + s

1 3 −3 2 −3

1 2 0 1 1















A2 = Opelem[A1][1, 3][1]; A2//MatrixForm














1 3 2 1 4

0 0 −5 1 −8 + s

0 0 −5 1 −7

1 2 0 1 1
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A3 = Opelem[A2][1, 4][1]; A3//MatrixForm














1 3 2 1 4

0 0 −5 1 −8 + s

0 0 −5 1 −7

0 −1 −2 0 −3















A4 = Opelem[A3][2, 4][−1]; A4//MatrixForm














1 3 2 1 4

0 −1 −2 0 −3

0 0 −5 1 −7

0 0 −5 1 −8 + s















A5 = Opelem[A4][3, 4][3]; A5//MatrixForm














1 3 2 1 4

0 −1 −2 0 −3

0 0 −5 1 −7

0 0 0 0 −1 + s















Condiţia de compatibilitate a sistemului obţinut, deci şi a celui dat,

poate fi acum descoperită observând că ultima ecuaţie are, de fapt,

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 128 – Matematică prin MATHEMATICA
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forma

0 = −1 + s.

Dacă s 6= 1, atunci ultima ecuaţie, deci şi ı̂ntreg sistemul, vor fi in-

compatibile. Dar dacă s = 1, atunci sistemul se reduce la primele trei

ecuaţii.

Ultima ecuaţie, −5x3 + x4 = −7, are două necunoscute, deci este

nedeterminată. Alegând pe x4 ca parametru, deci un număr real cunos-

cut dar neprecizat (x4 ∈ R), el trece ı̂n membrii drepţi ai tuturor

ecuaţiilor, iar sistemul capătă forma

x1 + 3x2 + 2x3 = 4 − x4

−x2 − 2x3 = −3

x3 = (7 + x4)/5

şi un algoritm simplu, cunoscut sub numele de substituţii regresive, ne

permite găsirea tuturor soluţiilor sale; ı̂n acest caz - o infinitate:

I: x3 din ultima ecuaţie este ı̂nlocuit ı̂n precedentele şi se obţine x2;

II: x2 din penultima ecuaţie este ı̂nlocuit ı̂n prima şi se obţine x1.

În general, după alegerea şi trecerea parametrilor ı̂n membrii drepţi,

sistemul superior triunghiular1 astfel obţinut se rezolvă ı̂ncepând de la

ultima ecuaţie şi ultima necunoscută până la prima ecuaţie şi prima

necunoscută prin acest procedeu regresiv.

1O matrice m × m este superior triunghiulară dacă elementele aflate sub diagonala sa
sunt nule. Un sistem liniar cu m ecuaţii şi m necunoscute este superior triunghiular dacă
are matricea de acest tip.
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5.3 Rangul şi forma canonică (redusă) pe linii a

unei matrice m × n

Discutarea şi rezolvarea sistemelor liniare este, desigur, un subiect im-

portant şi la care, de altfel, vom reveni. Dar problematica pe care o

deschide ţine de cadrul mai general al spaţiilor vectoriale. În această

perspectivă, extindem discuţia la matricele dreptunghiulare şi reduce-

rea lor prin operaţii elementare aplicate liniilor.

Exemplu

A =











1 −2 3 2 4

2 −4 1 −1 2

−2 4 −3 −1 −2











A1 = Opelem[A][1, 2][1]; A1//MatrixForm











1 −2 3 2 4

0 0 −5 −5 −6

−2 4 −3 −1 −2











A2 = Opelem[A1][1, 3][1]; A2//MatrixForm
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1 −2 3 2 4

0 0 −5 −5 −6

0 0 3 3 6











A3 = Opelem[A2][2, 3][3]; A3//MatrixForm











1 −2 3 2 4

0 0 −5 −5 −6

0 0 0 0 12
5











În cazul de faţă, matricea A3, o formă redusă pe linii pentru matricea A,

nu conţine linii nule. Primul element nenul al fiecărei linii (nenule) se

numeşte pivot. Aici pivoţii sunt: 1, -5 şi 12/5. Numărul pivoţilor este

egal cu ceea ce se numeşte de obicei rangul matricei. Aici, rang (A3) = 3.

La această matrice, pivoţii sunt aşezaţi ı̂n coloanele 1, 3 şi 5. Tre-

buie spus că şi rang(A) = 3, deoarece o matrice obţinută din alta prin

operaţii elementare are acelaşi rang cu ea.

Rangul este o caracteristică a oricărei matrice, dar el nu se poate

citi direct decât ı̂n cazuri speciale, cum este cel al matricei reduse pe

linii. Aducerea unei matrice prin operaţii elementare la forma redusă

pe linii este, poate, cea mai simplă dintre metodele de determinare a

rangului. Dar forma redusă pe linii a unei matrice nu este cea mai

simplă formă obţinută prin operaţii elementare. În exemplul conside-

rat, plecând de la matricea A3, putem continua operaţiile elementare
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după cum urmează:

A4 = Opelem[A3][3, 2][5]; A4//MatrixForm











1 −2 3 2 4

0 0 −5 −5 0

0 0 0 0 12
5











A5 = Opelem[A4][3, 1][5]; A5//MatrixForm











1 −2 3 2 0

0 0 −5 −5 0

0 0 0 0 12
5











A6 = Opelem[A5][2, 1][3]; A6//MatrixForm











1 −2 0 −1 0

0 0 −5 −5 0

0 0 0 0 12
5











Precum se observă, ı̂ncepând cu pivotul 12/5, am anulat prin operaţia

elementară O3 elementele aflate deasupra lui. Apoi am repetat aceeaşi

operaţie cu pivotul −5 din a treia coloană. În final, ı̂mpărţim fiecare
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linie la pivotul său prin operaţia O2:

A7 = Opelem[A6][2, 3][0]; A7//MatrixForm











1 −2 0 −1 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 12
5











A8 = Opelem[A7][3, 5][0]; A8//MatrixForm











1 −2 0 −1 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 1











Am ajuns la o nouă formă redusă pe linii a matricei A din acest exemplu,

formă pe care o vom numi forma canonică (redusă) pe linii. Ea are toţi

pivoţii 1 şi 0 ı̂n restul coloanei acestora. O matrice A are, ı̂n general, o

infinitate de forme reduse pe linii, dar o singură formă canonică redusă

pe linii. În “M”“M”“M”, comanda RowReduce aplicată oricărei matrice produce

forma sa canonică redusă pe linii:

RowReduce[A]//MatrixForm
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1 −2 0 −1 0

0 0 1 1 0

0 0 0 0 1
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Subspaţii vectoriale ı̂n Rn

6.1 Subspaţiile fundamentale ale matricei reale

m × n

6.1.1 Subspaţiul coloanelor

Exemplu

Să considerăm sistemul liniar Axxx = bbb următor, alcătuit din trei ecuaţii

cu trei necunoscute şi termeni liberi neprecizaţi:

x1 + 2x2 + x3 = b1

2x1 + 3x2 + x3 = b2

5x1 + 6x2 + x3 = b3

135
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Aplicăm operaţii elementare matricei extinse

A =











1 2 1 b1

2 3 1 b2

5 6 1 b3











pentru a o aduce la forma redusă pe linii:

Opelem[A][1, 2][1]//MatrixForm











1 2 1 b1

0 −1 −1 −2b1 + b2

5 6 1 b3











Opelem[%][1, 3][1]//MatrixForm1











1 2 1 b1

0 −1 −1 −2b1 + b2

0 −4 −4 −5b1 + b3











Opelem[%][2, 3][2]//MatrixForm//Simplify

1 În ”M””M””M”: % reprezintă rezultatul ultimei operaţii; aici matricea obţinută din A ı̂n urma
primei operaţii elementare
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6.1. SUBSPAŢIILE FUNDAMENTALE ALE MATRICEI REALE m × n











1 2 1 b1

0 −1 −1 −2b1 + b2

0 0 0 3b1 − 4b2 + b3











Similar cazului ı̂ntâlnit ı̂n §5.2, şi aici ultima relaţie a sistemului obţinut

are forma

0 = 3b1 − 4b2 + b3.

Ea reprezintă ı̂nsăşi condiţia pe care vectorul bbb ∈ R3 trebuie să o satis-

facă pentru compatibilitate. Întrucât relaţia dintre coordonatele bi este

liniară şi omogenă, vectorul bbb care o satisface se va afla ı̂ntr-un plan ce

trece prin origine. Acest plan este format dintr-o infinitate de vectori

ce pleacă din origine. Din punct de vedere algebric, el reprezintă un

subspaţiu al spaţiului vectorial R3, deoarece satisface următoarele trei

condiţii:

SS1) Este o submulţime nevidă a spaţiului R3.

SS2) Odată cu orice doi vectori ai săi conţine şi suma lor.

SS3) Odată cu orice vector al său conţine şi produsele lui cu toţi scalarii

reali.

Observaţii:

1) Cele trei condiţii de mai sus definesc noţiunea generală de

subspaţiu al unui spaţiu vectorial. Ele au drept consecinţă faptul

că submulţimea respectivă este la rândul său un spaţiu vectorial

ı̂n raport cu operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire cu scalari.
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2) Planul vectorilor bbb ∈ R3 pentru care sistemul liniar din exem-

plu este compatibil depinde de matricea A a acestuia, se va numi

subspaţiul coloanelor sau imaginea lui A şi va fi notat Im(A). Pen-

tru cazul general, vedeţi observaţia 5.

3) Întrucât compatibilitatea se exprimă vectorial sub forma

∃ xxx ∈ R3 : Axxx = bbb,

iar, pe de altă parte (exerciţiul 7(1)),

Axxx = x1aaa1 + x2aaa2 + x3aaa3,

unde aaai sunt coloanele lui A, vom reformula această condiţie astfel:

Criteriul de compatibilitate a sistemului Axxx = bbb

Sistemul liniar neomogen Axxx = bbb, cu A matrice m × n, este com-

patibil exact atunci când bbb este combinaţie liniară a coloanelor

lui A.

4) Numim combinaţie liniară a vectorilor vvv1, . . . , vvvn ∈ Rm cu scalarii

x1, . . . , xn ∈ R vectorul
∑n

i=1 xivvvi.

5) Mulţimea acestor combinaţii, când vectorii sunt fixaţi iar scalarii

parcurg R, alcătuiesc subspaţiul vectorial al lui Rm generat de

vvv1, . . . , vvvn. Când aceşti vectori sunt coloanele lui A, acesta este

subspaţiul coloanelor sale (sau imaginea sa) notat Im(A), iar cri-

teriul de compatibilitate capătă forma condensată

(
∃ xxx ∈ R3 : Axxx = bbb

)
⇔ bbb ∈ Im(A)

6) Subspaţiul coloanelor lui A poate fi exprimat ca mulţime sub

forma
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Im(A) =
{
Axxx | xxx ∈ R3

}
.

Condiţia de compatibilitate se poate testa ı̂n “M”“M”“M” combinând co-

manda LinearSolve[A, b], care dă, ı̂n caz de compatibilitate, o soluţie

a sistemului Axxx = bbb, şi comenzile MatrixQ şi VectorQ:

Compatibil[A /; MatrixQ[A], b /; VectorQ[b]] :=

VectorQ[LinearSolve[A, b]]

Exemplu

Verificăm pentru care dintre următorii termeni liberi sistemul Axxx = bbb

este compatibil:

A =











4 2 6

3 −1 2

3 1 4











bbb = {1, 2, 1}

ccc = {2, 1, 2}

ddd = {1, 1, 2}

Compatibil[A, bbb]

True

fiindcă
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1

2
aaa1 −

1

2
aaa2 = bbb.

Compatibil[A, ccc]

False

Compatibil[A, ddd]

False

Vectorul-linie ddd nu aparţine subspaţiului Im(A). De fapt, el aparţine

subspaţiului liniilor matricei A.

6.1.2 Subspaţiul liniilor

Exemplu

A =











1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1











Subspaţiul liniilor lui A este, ca şi ı̂n cazul subspaţiului coloanelor,

mulţimea tuturor combinaţiilor liniare cu liniile lui A: aaa1, aaa2, aaa3 şi toţi

coeficienţii reali xi:
∑3

i=1 = xiaaa
i. Întrucât liniile lui A sunt coloanele

transpusei AT , acest subspaţiu se va nota Im(AT ).
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Proprietate

Cele trei operaţii elementare cu liniile lui A nu alterează, ca mulţime,

subspaţiul liniilor sale. Mai precis exprimat, dacă A1 este obţinută din

A prin oricare din cele trei operaţii elementare cu liniile sale, atunci

Im(AT ) = Im(AT
1 ) – exerciţiul 8.1.b.

Să aducem prin operaţii elementare matricea A la o formă redusă pe

linii:

A1 = Opelem[A][1, 2][1]; A1//MatrixForm











1 −2 3 −1 4

0 0 −5 5 −5

−1 2 2 −4 1











A2 = Opelem[A1][1, 3][1]; A2//MatrixForm











1 −2 3 −1 4

0 0 −5 5 −5

0 0 5 −5 5











A3 = Opelem[A2][2, 3][3]; A3//MatrixForm
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1 −2 3 −1 4

0 0 −5 5 −5

0 0 0 0 0











Conform proprietăţii enunţate mai sus,

Im(AT ) = Im(AT
1 ) = Im(AT

2 ) = Im(AT
3 ).

Aşadar, spaţiul liniilor lui A este alcătuit din combinaţiile liniare ale

celor două linii nenule din A3, aaa1
3 şi aaa2

3, cu toţi coeficienţii reali x1 şi x2:∑2
i=1 xiaaa

i
3.

Vectori liniar independenţi

Despre cele două linii nenule ale matricei A, aaa1
3 şi aaa2

3, se spune că

generează spaţiul Im(AT ). Dar ele mai au o proprietate importantă:

niciuna nu este o combinaţie liniară a celeilalte. Cu alte cuvinte, nici-

una nu aparţine subspaţiului generat de cealaltă. Se mai spune că aaa1
3 şi

aaa2
3 sunt liniar independente.

Verificarea independenţei liniare se poate face ı̂n diverse moduri.

În cazul vectorilor-linie ai unei matrice m × n, condiţia este ca ran-

gul acesteia să fie m; ceea ce ı̂n “M”“M”“M” se exprimă prin comanda-test:

MatrixRank[A] == m. Şi, ı̂ntr-adevăr, având doi pivoţi, rang(A) = 2.

Întrucât cu o singură linie nu se poate genera ı̂ntregul subspaţiu

Im(AT
3 ), rezultă că 2 este numărul minim de generatori pentru acest

subspaţiu. Este ceea ce se numeşte dimensiunea sa : dim Im(AT
3 ) = 2.

Privind acum spaţiul coloanelor lui A3, constatăm că toţi vectorii

săi - combinaţii liniare ale celor cinci coloane din A3 - au zerouri pe
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ultima poziţie. Nu este greu de observat că un sistem liniar 3 × 2 cu

matricea formată din coloanele 1 şi 3 din A3 şi, ca termen liber, orice

vector din R3 cu ultima componentă nulă, este compatibil (exerciţiul

2.2). În consecinţă, cele două coloane cu pivot generează Im(AT
3 ). În

plus, cititorul poate verifica şi faptul că sunt liniar independente.

Am ajuns aşadar la câteva concluzii importante referitoare la

subspaţiile Im(A3) şi Im(AT
3 ):

1) dim Im(A3) = dim Im(AT
3 ) = rang(A3) = rang(A)

2) Coloanele cu pivot, respectiv liniile cu pivot din A3 generează

spaţiul Im(A3), respectiv Im(AT
3 ), având fiecare numărul minim

de generatori.

Bază

Se numeşte bază a unui spaţiu (subspaţiu) vectorial orice sistem de gen-

eratori ai săi care sunt liniar independenţi.

Aşadar coloanele, respectiv liniile cu pivot din A3 reprezintă baze

ı̂n aceste subspaţii. Pentru matricea A, o bază ı̂n Im(AT
3 ) este bază şi

ı̂n Im(AT ) , deoarece aceste subspaţii coincid. Dar Im(A3) 6= Im(A),

deoarece toţi vectorii primului subspaţiu au zero pe ultima poziţie, deci

regula de alegere a bazei ı̂n Im(A) este alta.

Regulă pentru alegerea bazei ı̂n Im(A)

O bază ı̂n Im(A) este alcătuită din acele coloane ale matricei A care

corespund coloanelor cu pivot din forma redusă pe linii A3 a lui A .

Întrucât pivoţii matricei A3 se află ı̂n coloanele 1 şi 3, baza ı̂n Im(A)
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va fi alcătuită din coloanele










1

2

−1











,











3

1

2











.

6.1.3 Nucleul matricei

Plecăm de la aceeaşi matrice

A =











1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1











.

Definiţie

Nucleul lui A, notat N(A), este mulţimea tuturor soluţiilor sistemului

liniar şi omogen Axxx = 000. Ca mulţime, el se poate exprima şi sub forma

{xxx ∈ R5 | Axxx = 000}.

Pentru a descoperi un sistem de generatori ai săi, trebuie exprimate

aceste soluţii sub forma unor combinaţii liniare de soluţii fixate. În

acest scop, plecăm de la sistemul echivalent având matricea redusă pe
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linii

A3 =











1 −2 3 −1 4

0 0 −5 5 −5

0 0 0 0 0











.

Algoritmul substituţii regresive (conf. §5.2): din ultima ecuaţie ex-

tragem x3 = x4 − x5, iar din prima ecuaţie x1 = 2x2 − 2x4 − x5. Orice

vector 5-dimensional are forma

vect5 := Table[xi, {i, 5}]

Înlocuim ı̂n el necunoscutele x1 şi x3 cu ajutorul parametrilor x2, x4 şi

x5, obţinând astfel soluţia generală omogenă (notată sgo) a sistemului

algebric Axxx = 000:

sgo = vect5/.{x1− > 2x2 − 2x4 − x5, x3− > x4 − x5}

{2x2 − 2x4 − x5, x2, x4 − x5, x4, x5}

Aceasta, la rândul ei, se descompune ı̂n combinaţia liniară a trei soluţii

particulare omogene - câte una pentru fiecare parametru - conţinând

ı̂n fiecare componentă coeficientul parametrului respectiv. Construim

ı̂n “M”“M”“M” matricea lor (notată msgo) procedând astfel:

msgo = {Coefficient[sgo, x2],

Coefficient[sgo, x4], Coefficient[sgo, x5]}

{{2, 1, 0, 0, 0}, {−2, 0, 1, 1, 0}, {−1, 0,−1, 0, 1}}
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Ea are rangul

MatrixRank[msgo]

3

Întrucât orice soluţie a sistemului omogen dat este combinaţie liniară de

aceste soluţii particulare, rezultă că ele generează ı̂ntregul nucleu. Ran-

gul matricei lor fiind egal cu numărul lor, ei sunt liniar independenţi,

deci alcătuiesc o bază pentru N(A).

Concluzii:

1) Nucleul lui A, matrice reală m × n, este un subspaţiu al lui Rn

având

dimN(A) = numărul parametrilor = n − rang(A).

2) O bază a sa se poate obţine fie rezolvând sistemul Axxx = 000 şi scriind

soluţia generală sub forma descompusă de mai sus, fie aplicând

“M”“M”“M”-comanda NullSpace[A]; ı̂n cazul matricei date,

NullSpace





















1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1





















{{−1, 0,−1, 0, 1}, {−2, 0, 1, 1, 0}, {2, 1, 0, 0, 0}}

3) Soluţia generală a unui sistem liniar şi neomogen compatibil

Axxx = bbb, unde A este o matrice m × n al cărei subspaţiu N(A)

nu se reduce la vectorul nul, este alcătuită dintr-o infinitate de

vectori depinzând de n − rang(A) parametri. Ea se descompune
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ı̂n suma dintre o soluţie particulară neomogenă şi soluţia generală

omogenă. Prima dintre acestea două poate fi obţinută cu “M”“M”“M”-

comanda LinearSolve[A, bbb], iar a doua - fie utilizând metoda

descrisă ı̂n acest paragraf, fie “M”“M”“M”-comanda NullSpace[A].

Exemplu

În cazul matricei de mai sus,

A =











1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1











,

soluţia generală pentru sistemul neomogen cu termen liber

bbb = (4,−7, 11),

este

solpart = LinearSolve[A, bbb]

{−5, 0, 3, 0, 0}

iar soluţia generală neomogenă este

solpart + sgo

{−5 + 2x2 − 2x4 − x5, x2, 3 + x4 − x5, x4, x5}

Aici,

sgo = {x2, x4, x5}.NullSpace[A]
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6. SUBSPAŢII VECTORIALE ÎN Rn

Observaţie:

Dacă nu ştim care sunt necunoscutele-parametri, putem utiliza orice

vector având lungimea: număr de necunoscute (sau de coloane)

− rang(A) = dim N(A).

6.2 Incluziunea şi egalitatea de subspaţii

Subspaţiile lui Rn sunt mulţimi infinite de vectori. Pentru a verifica

incluziunea ı̂ntre două astfel de mulţimi2 trebuie să plecăm de la două

sisteme finite de generatori ale lor, iar apoi să arătăm că generatorii

spaţiului mai mic sunt combinaţii liniare ale generatorilor celui mai

mare. În felul acesta, fiecare combinaţie liniară cu generatorii spaţiului

mai mic va fi şi una cu generatorii spaţiului mai mare, iar incluziunea

devine evidentă.

Exemplu

Pentru a verifica incluziunea Im(A.B)
⇀
⊂ Im(A), unde

A =











1 2

2 3

1 1











, B =







1 −1

−1 1





 ,

trebuie să plecăm de la sisteme de generatori pentru Im(A.B) şi Im(A).

2 În acest caz, incluziunea este o relaţie referitoare la subspaţii şi se va nota cu simbolul
⇀
⊂.
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Acestea sunt coloanele celor două matrice. Întrucât

A.B =











−1 1

−1 1

0 0











,

rămâne de arătat că fiecare din cele două coloane ale lui A.B este

combinaţie liniară a coloanelor lui A; deci, conform criteriului din 6.1.1,

că sistemele

Axxx =











−1

−1

0











, Axxx =











1

1

0











sunt compatibile. Verificaţi acest fapt!

Observaţie:

“M”“M”“M”-comanda LinearSolve[A, B] produce, ı̂n caz de compatibilitate, o

soluţie matriceală X a ecuaţiei A.X = B.

Exemplu

X = LinearSolve





















4 2 6

3 −1 2

3 1 4











,











1 −2

2 1

1 −1





















; X//MatrixForm
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6. SUBSPAŢII VECTORIALE ÎN Rn











1
2

0

−1
2

−1

0 0











În caz de incompatibilitate apare un mesaj corespunzător:

LinearSolve





















4 2 6

3 −1 2

3 1 4











,











1 2

2 1

1 −1





















;

LinearSolve::nosol: Linear equation encountered that has no solution. �

Combinând această comandă cu cea care testează dacă rezultatul este

o matrice, MatrixQ[X], obţinem un test de verificare a compatibilităţii

sistemului A.X = B. Acest test verifică ı̂nsăşi condiţia de exprimare

a coloanelor lui B drept combinaţii liniare ale coloanelor lui A, adică

testează incluziunea de subspaţii Im(B)
⇀
⊂ Im(A):

SubspatiuQ[B /; MatrixQ[B], A /; MatrixQ[A]] :=

MatrixQ[LinearSolve[A, B]]
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SubspatiuQ





















1 −2

2 1

1 −1











,











4 2 6

3 −1 2

3 1 4





















True

SubspatiuQ





















4 2 6

3 −1 2

3 1 4











,











1 2

2 1

1 −1





















LinearSolve::nosol: Linear equation encountered that has no solution. �

False

Consecinţă:

Cuplând cele două incluziuni de subspaţii: Im(B)
⇀
⊂ Im(A) şi Im(A)

⇀
⊂
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Im(B) obţinem condiţia de egalitate a două subspaţii:

SubspatiuQ





















1 −2

2 1

1 −1











,











4 2 6

3 −1 2

3 1 4





















&&

SubspatiuQ





















4 2 6

3 −1 2

3 1 4











,











1 −2

2 1

1 −1





















True

6.3 Suma şi intersecţia a două subspaţii

Dacă S1 şi S2 sunt subspaţii ı̂n Rn, cu ele putem construi alte două

subspaţii şi anume:

1) Suma S1 +S2 alcătuită din totalitatea sumelor xxx1 +xxx2, cu xxx1 ∈ S1

şi xxx2 ∈ S2.

2) Intersecţia S1 ∩ S2 alcătuită din toţi vectorii lui Rn aflaţi ı̂n am-

bele subspaţii.
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Observaţii:

1) Cititorul va putea verifica ı̂n amândouă cazurile ı̂ndeplinirea

condiţiei de subspaţiu şi anume că, pentru oricare doi vectori xxx

şi yyy aparţinând mulţimii astfel definite şi orice doi scalari α şi β,

combinaţia liniară αxxx + βyyy se găseşte şi ea ı̂n aceeaşi mulţime.

2) De asemenea, să observăm că atât suma cât şi intersecţia de

subspaţii sunt nevide, deoarece conţin vectorul nul din Rn.

Explicaţi!

3) Dacă dispunem de sisteme de generatori pentru fiecare din cele

două subspaţii, atunci reuniunea acestor sisteme va constitui un

sistem de generatori ai subspaţiului sumă. În cazul intersecţiei,

problema nu se rezolvă la fel de simplu.

Exemplu

Pentru a urmări concret o metodă de construire a bazelor ı̂n suma şi

intersecţia subspaţiilor V şi W din Rn, presupunem că generatorii lor

sunt respectiv coloanele matricelor

A =











1 −2 2 −1

−2 4 −1 1

1 −2 2 −1











, B =











1 2 1

1 1 0

1 2 2
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6. SUBSPAŢII VECTORIALE ÎN Rn

Pasul IPasul IPasul I. Determinăm baze ı̂n Im(A) şi Im(B), conform metodei expli-

cate ı̂n partea finală a §6.1.2, şi obţinem coloanele matricelor

A1 =











1 2

−2 −1

1 2











, B =











1 2 1

1 1 0

1 2 2











Pasul IIPasul IIPasul II. Reunim cele două baze ı̂ntr-o singură matrice, pe care o

aducem la forma canonică pe linii

F = Join[A1, B, 2]; RowReduce[F]//MatrixForm











1 0 −1 −4
3

0

0 1 1 5
3

0

0 0 0 0 1











Pasul IIIPasul IIIPasul III. Coloanele lui F corespunzătoare pivoţilor din forma canonică

(prima, a doua şi a cincea) determină baza ı̂n Im(A) + Im(B). Cele-

lalte două coloane din F (a treia şi a patra) sunt combinaţii liniare ale

primelor două coloane, aşa cum rezultă din forma canonică. Mai precis,

au loc relaţiile

fff 3 = fff 2 − fff 1, fff 4 =
5

3
fff 2 −

4

3
fff 1.

Observăm că membrii stângi sunt vectori din baza lui S2, ı̂n timp ce

ı̂n membrii drepţi sunt vectori din baza lui S1. Am obţinut aşadar doi

vectori liniar independenţi aflaţi ı̂n intersecţia celor două subspaţii. Ei
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6.3. SUMA ŞI INTERSECŢIA A DOU Ă SUBSPAŢII

alcătuiesc baza acestui subspaţiu3.

Observaţii (continuare):

4) Utilizând noţiuni de geometrie din capitolul 8 vom putea obţine

mai uşor şi direct bazele sumei şi intersecţiei celor două subspaţii

(conform exerciţiului 9).

5) Definiţiile sumei şi intersecţiei a două subspaţii se pot extinde

la mai multe subspaţii. La fel, se pot generaliza şi algoritmii de

determinare a bazelor lor.

6) Un caz important apare atunci când intersecţia celor două

subspaţii se reduce la vectorul nul. Într-o astfel de situaţie, fiecare

vector xxx ∈ V +W are o singură descompunere xxx = vvv+www, cu vvv ∈ V

şi www ∈ W . Suma celor două subspaţii se numeşte ı̂n acest caz di-

rectă. Tot ı̂n acest caz, atunci când dim(V + W ) = n, rezultă

că fiecare vector xxx ∈ Rn se descompune ı̂n mod unic ı̂n suma

xxx = vvv + www.

3Explicaţia acestei concluzii rezidă ı̂ntr-o teoremă care afirmă că dim V + dim W =
dim(V + W ) + dim(V ∩W ). Întrucât suma din membrul stâng al relaţiei este ı̂n cazul de
faţă 5, iar dim(V +W ) = 3, rezultă că dim(V ∩W ) = 2, cei doi vectori liniar independenţi
din intersecţie fiind chiar o bază a sa.
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7

Dependenţă şi independenţă liniară ı̂n spaţiul vectorial Rn

Vom trece la o generalizare a noţiunilor fundamentale pe care le-am

exemplificat ı̂n paginile anterioare. În cele ce urmează, vectorii vor fi,

după caz, vectori-linie sau vectori-coloană (̂ınsă nu simultan).

Definiţia 1

O relaţie de dependenţă liniară ı̂ntre vectorii vvv1, . . . , vvvm din Rn este o

relaţie de forma
∑m

i=1 αivvvi = 000, ı̂n care nu toţi coeficienţii α1, . . . , αm

sunt nuli.

Definiţia 2

Când, dimpotrivă, ı̂ntre vectorii vvvi nu există nicio relaţie de dependenţă

liniară, ei se numesc liniar independenţi.
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7. DEPENDENŢĂ ŞI INDEPENDENŢĂ LINIAR Ă ÎN SPAŢIUL VECTORIAL Rn

Observaţii:

1) În cazul vectorilor-linie ai matricei Am×n, acest din urmă fapt

poate fi exprimat ı̂n mod concret prin condiţia: pentru orice xxx =

(α1, . . . , αm), xxxA = 000 implică xxx = 000. În cazul coloanelor, condiţia

este: pentru orice xxx = (α1, . . . , αn)T , Axxx = 000 implică xxx = 000.

2) O altă formă de exprimare se bazează pe rangul matricei Am×n

şi anume: condiţia rang(A) = m, atunci când vvvi sunt liniile ei,

respectiv condiţia rang(A) = n, atunci când vvvi sunt coloane.

Cele două forme de exprimare se traduc ı̂n “M”“M”“M” prin comenzile

MatrixRank[A] == m şi respectiv MatrixRank[A] == n.

3) În cazul dependenţei liniare, găsirea coeficienţilor αi din relaţia

de definiţie presupune rezolvarea unui sistem liniar şi omogen.

Întrucât, dacă există o astfel de relaţie, există o infinitate de mul-

tiple ale ei, problema se rezolvă complet determinând numărul

maxim de relaţii de dependenţă liniară independente ı̂ntre ele.

Un număr de p relaţii de dependenţă liniară ı̂ntre liniile lui A se pot

exprima sub forma unei singure relaţii XA = 000, unde X este o ma-

trice p×m ce are pe fiecare linie coeficienţii uneia din cele p relaţii.

Spunem că cele p relaţii de forma
∑m

j=1 αijvvvj = 000, i = 1, . . . , p sunt

(liniar) independente dacă rang(X) = p.

4) În cazul particular când p = 0, deci liniile sunt liniar indepen-

dente, rezultă rang(A) = m ≥ n. Deoarece Im(A)
⇀
⊂ Rm şi di-

mensiunile celor două spaţii coincid, respectivele spaţii coincid la

rândul lor. În virtutea criteriului din §6.1.1, observaţia 5, pentru

orice bbb ∈ Rm sistemul Axxx = bbb are soluţie. Notând cu ccc1, . . . , cccm

soluţiile sale corespunzătoare coloanelor bbb = eee1, . . . , bbb = eeem ale

matricei-unitate Im, n × m matricea C avându-le drept coloane
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va verifica relaţia AC = Im (exerciţiul 7.2). Din acest motiv, C se

numeşte inversă la dreapta pentru A.

5) Pentru orice matrice Am×n se poate prezenta una şi numai una

din situaţiile de mai jos:

a) rang(A) = m = n

b) rang(A) = m > n

c) rang(A) = n > m

d) rang(A) < m, rang(A) < n.

Corespunzător fiecăreia dintre ele au loc următoarele proprietăţi:

a) Liniile şi coloanele sunt liniar independente şi matricea

(pătrată) are o singură inversă (bilaterală).

b) Liniile sunt liniar independente, iar ı̂ntre coloanele sale se pot

determina n − rang(A) relaţii independente de dependenţă

liniară. Matricea are o infinitate de inverse la dreapta.

c) Coloanele sunt liniar independente, iar ı̂ntre liniile sale se pot

determina m − rang(A) relaţii independente de dependenţă

liniară. Matricea are o infinitate de inverse la stânga1.

d) Între liniile/coloanele sale se pot determina m − rang(A),

respectiv n − rang(A) relaţii independente de dependenţă

liniară.

Găsirea unui sistem independent maximal de relaţii de dependenţă

liniară ı̂ntre liniile/coloanele unei matrice A date, precum şi a unei

inverse (dacă există) se poate realiza ı̂n “M”“M”“M” folosind următoarele

comenzi:

1O matrice B este inversă la stânga pentru A dacă BA = In.
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7. DEPENDENŢĂ ŞI INDEPENDENŢĂ LINIAR Ă ÎN SPAŢIUL VECTORIAL Rn

DepLin pentru un sistem independent maximal de dependenţe liniare

DepLin[A /; MatrixQ[A]] :=

Block[{m = Dimensions[A][[1]], n = Dimensions[A][[2]],

r = MatrixRank[A], m1 = m− r, n1 = n− r,

AT = Transpose[A], NA = NullSpace[A], NAT = NullSpace[AT]},

{veclin = Table[vi, {i, 1, m}], veccol = Table[wi, {i, 1, n}],

Which[

(m1 == 0&&n1 == 0),

Print[“Linii si coloane liniar independente (matrice inversabila)”],

(m1 > 0&&n1 > 0),

{Print[“Relatiile de dependenta liniara intre liniile matricei sunt:”],

For[i = 1, i ≤ m1, i + +, Print[NAT[[i]].veclin, “=0”]]}&&

{Print[“Relatiile de dependenta liniara intre coloanele matricei sunt:”],

For[i = 1, i ≤ n1, i + +, Print[NA[[i]].veccol, “=0”]]},

(m1 > 0&&n1 == 0),

{Print[“Coloane liniar independente (matrice inversabila la stanga)”],

Print[“Relatiile de dependenta liniara intre liniile matricei sunt:”],

For[i = 1, i ≤ m1, i + +, Print[NAT[[i]].veclin, “=0”]]},

(m1 == 0&&n1 > 0),

{Print[“Linii liniar independente (matrice inversabila la dreapta)”],

Print[“Relatiile de dependenta liniara intre coloanele matricei sunt:”],

For[i = 1, i ≤ n1, i + +, Print[NA[[i]].veccol, “=0”]]}]}; ]

InvDr pentru o inversă la dreapta

InvDr[A /; MatrixQ[A]] :=

Block[{Xx = Array[x, Dimensions[Transpose[A]]], Y},

If[MatrixRank[A] == Dimensions[A][[1]], Y = Xx/.Flatten[
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FindInstance[A.Xx == IdentityMatrix[Dimensions[A][[1]]],

Flatten[Xx]]]; Y//MatrixForm,

Print[“Nu exista inversa la dreapta”]]]

InvSt pentru o inversă la stânga

InvSt[A /; MatrixQ[A]] :=

Block[{Xx = Array[x, Dimensions[Transpose[A]]], Y},

If[MatrixRank[A] == Dimensions[A][[2]], Y = Xx/.Flatten[

FindInstance[Xx.A == IdentityMatrix[Dimensions[A][[2]]],

Flatten[Xx]]]; Y//MatrixForm,

Print[“Nu exista inversa la stanga”]]]

Exemple

DepLin[A = {{1,−1, 2, 1}}]

Linii liniar independente (matrice inversabila la dreapta)

Relatiile de dependenta liniara intre coloanele matricei sunt :

−w1 + w4 = 0

−2w1 + w3 = 0

w1 + w2 = 0

InvDr[A]
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7. DEPENDENŢĂ ŞI INDEPENDENŢĂ LINIAR Ă ÎN SPAŢIUL VECTORIAL Rn















0

0

0

1















InvSt[A]

Nu exista inversa la stanga

DepLin















A =















1 3 2

2 −1 2

1 −4 0

0 1 1





























Coloane liniar independente (matrice inversabila la stanga)

Relatiile de dependenta liniara intre liniile matricei sunt :

v1 − v2 + v3 = 0

InvDr[A]

Nu exista inversa la dreapta

InvSt[A]
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0 4/5 −3/5 −8/5

0 1/5 −2/5 −2/5

0 −1/5 2/5 7/5











DepLin















A =















1 2 1 1

3 6 3 2

2 −1 −3 0

1 3 2 1





























Relatiile de dependenta liniara intre liniile matricei sunt :

−v1 − 2v2 + v3 + 5v4 = 0

Relatiile de dependenta liniara intre coloanele matricei sunt :

w1 − w2 + w3 = 0

InvDr[A]

Nu exista inversa la dreapta

InvSt[A]

Nu exista inversa la stanga
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7. DEPENDENŢĂ ŞI INDEPENDENŢĂ LINIAR Ă ÎN SPAŢIUL VECTORIAL Rn

DepLin











A =











0 5 2

3 1 −5

1 2 1





















Linii si coloane liniar independente (matrice inversabila)

InvDr[A]










−11/30 1/30 9/10

4/15 1/15 −1/5

−1/6 −1/6 1/2











InvSt[A]











−11/30 1/30 9/10

4/15 1/15 −1/5

−1/6 −1/6 1/2











Definiţia 3

Vectorii vvv1, . . . , vvvm din spaţiul vectorial V alcătuiesc un sistem de ge-

neratori pentru V dacă orice vector din V este o combinaţie liniară a

lor cu scalarii lui V .
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Definiţia 4

Vectorii vvv1, . . . , vvvm din spaţiul vectorial V alcătuiesc o bază pentru V

dacă:

a) Sunt liniar independenţi.

b) Alcătuiesc un sistem de generatori pentru V .

Observaţii (continuare):

6) Orice spaţiu vectorial diferit de vectorul nul are o infinitate de

baze.

7) Există spaţii vectoriale având baze cu o infinitate de vectori. Ne

vom ocupa doar de spaţiile cu baze finite, spaţii care se numesc

finit-dimensionale.

8) Toate bazele unui spaţiu finit-dimensional V au acelaşi număr de

vectori. Acest număr se numeşte dimensiunea spaţiului V şi se

notează dim(V ).

9) Pentru orice două baze ale lui V : (vvv1, . . . , vvvm) şi (www1, . . . ,wwwm)

există o matrice m × m nesingulară S astfel ı̂ncât

(www1, . . . ,wwwm)T = S.(vvv1, . . . , vvvm)T

Ea se numeşte matricea de schimbare a bazei.

10) Fiecărui vector vvv ∈ V i se asociază ı̂n baza (vvv1, . . . , vvvm) un unic

sistem de numere (x1, . . . , xm) - coordonatele sale ı̂n această bază,

astfel ı̂ncât vvv =
∑m

i=1 xivvvi.

11) Dacă aceluiaşi vector vvv i se asociază ı̂ntr-o altă bază (www1, . . . ,wwwm)

coordonatele (y1, . . . , ym), atunci relaţia dintre coordonatele

(x1, . . . , xm) şi coordonatele (y1, . . . , ym) se face prin intermediul

matricei de schimbare a bazei: xxx = S.yyy
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8

Elemente de geometrie ı̂n Rn

8.1 Lungimi şi unghiuri

Geometria vectorială ı̂n Rn este o generalizare a celei din spaţiul tridi-

mensional, ı̂n care distanţele şi lungimile se măsoară cu teorema lui

Pitagora, unghiurile se măsoară cu teorema cosinusului din trigonome-

trie (sau teorema lui Pitagora generalizată) etc.

Lungimea (norma) vectorului xxx = (x1, . . . , xn) este dată de formula

‖xxx‖ =

√√
√
√

n∑

i=1

x2
i
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8. ELEMENTE DE GEOMETRIE ÎN Rn

Unghiul dintre vectorii xxx = (x1, . . . , xn) şi yyy = (y1, . . . , yn) se poate

obţine prin intermediul funcţiei

cos (x̂xxyyy) =

∑n
i=1 xiyi

‖xxx‖ ‖yyy‖
∙

Observaţii:

1) Expresia
∑n

i=1 xiyi, care va apare ı̂n multe calcule, se numeşte

produs scalar al vectorilor xxx şi yyy şi este notată 〈xxx,yyy〉.

2) Convenind ca vectorii lui Rn să fie vectori-coloană, produsul lor

scalar va putea fi calculat şi cu formula

〈xxx,yyy〉 = xxxTyyy.

În “M”“M”“M”, produsul scalar a doi vectori-linie, xxx = (x1, x2, x3) şi

yyy = (y1, y2, y3), poate fi calculat astfel:

{x1, x2, x3}.{y1, y2, y3}

x1y1 + x2y2 + x3y3

3) Rezultă imediat cele patru proprietăţi importante ale produsului

scalar:

a) Comutativitatea: 〈xxx,yyy〉 = 〈yyy,xxx〉

b) Omogenitatea: 〈αxxx,yyy〉 = α 〈xxx,yyy〉

c) Aditivitatea: 〈xxx + yyy,zzz〉 = 〈xxx,zzz〉 + 〈yyy,zzz〉

d) Pozitivitatea: 〈xxx,xxx〉 > 0 ⇔ xxx 6= 000,

pentru orice vectori xxx, yyy, zzz ∈ Rn şi α ∈ R.
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8.2. ORTOGONALITATEA VECTORILOR ŞI SUBSPAŢIILOR

8.2 Ortogonalitatea vectorilor şi subspaţiilor

Relaţia de ortogonalitate ı̂ntre vectorii xxx şi yyy se notează xxx ⊥ yyy şi se

defineşte prin condiţia cos (x̂xxyyy) = 0, de unde rezultă

xxx ⊥ yyy ⇔ 〈xxx,yyy〉 = 0.

Exemplu

Liniile oricărei matrice sunt ortogonale pe toţi vectorii aflaţi ı̂n nucleul

său. Să verificăm acest fapt ı̂n cazul primei linii

aaa1 = (1,−2, 3,−1, 4)

a matricei

A =











1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1











(vezi §6.1.2). Fiind vorba de o infinitate de relaţii de ortogonalitate ale

liniei aaa1 cu fiecare vector xxx ∈ N(A), reducem problema la un număr

finit de verificări. Vom folosi o bază a subspaţiului nucleu pe care am

găsit-o ı̂n §6.1.3.

{{2, 1, 0, 0, 0}, {−2, 0, 1, 1, 0}, {−1, 0,−1, 0, 1}}

Cele trei produse scalare 〈xxxi, aaa1〉 (i = 1, 2, 3) sunt nule. Verificaţi acest

fapt! Fiecare vector xxx ∈ N(A) este o combinaţie liniară a celor trei
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8. ELEMENTE DE GEOMETRIE ÎN Rn

vectori xxx1, xxx2 şi xxx3 ai bazei:

xxx =
3∑

i=1

αixxx
i

Să calculăm produsul scalar

〈
xxx,aaa1

〉
=

〈
3∑

i=1

αixxx
i, aaa1

〉

=
3∑

i=1

〈
αixxx

i, aaa1
〉

=

=
3∑

i=1

αi

〈
xxxi, aaa1

〉
=

3∑

i=1

αi0 = 0.

În acest calcul am utilizat pe rând proprietăţile de aditivitate şi

omogenitate ale produsului scalar.

Observaţii (continuare):

4) Liniile aaai ale matricei A sunt generatorii subspaţiului Im(AT ), deci

pentru orice vector vvv ∈ Im(AT ) există scalarii βi astfel ı̂ncât vvv =
∑3

i=1 βiaaa
i. Întrucât pentru orice vector xxx ∈ N(A),

〈vvv,xxx〉 =

〈
3∑

i=1

βiaaa
i,xxx

〉

=
3∑

i=1

〈
βiaaa

i,xxx
〉

=

=
3∑

i=1

βi

〈
aaai,xxx

〉
=

3∑

i=1

βi0 = 0,

concluzia va fi că, pentru orice vectori vvv ∈ Im(AT ) şi xxx ∈ N(A),

este valabilă proprietatea vvv ⊥ xxx.

Definiţia 1

Două subspaţii S1 şi S2 ale lui Rn se numesc ortogonale dacă pentru
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8.2. ORTOGONALITATEA VECTORILOR ŞI SUBSPAŢIILOR

orice pereche de vectori xxx1 ∈ S1 şi xxx2 ∈ S2 are loc relaţia 〈xxx1,xxx2〉 = 0,

adică fiecare vector din S1 este ortogonal pe fiecare vector din S2. Pen-

tru a simboliza ortogonalitatea a două subspaţii se foloseşte notaţia

S1 ⊥ S2.

Exemplu

În spaţiul tridimensional R3, vectorii xxx = (x1, x2, x3) aflaţi ı̂n relaţia

〈nnn,xxx〉 = 0 cu vectorul fixat şi nenul nnn = (a, b, c) alcătuiesc un plan

de vectori - subspaţiu ortogonal pe dreapta de vectori {xxx ∈ R3 | ∃α ∈
R : xxx = αnnn}. În geometria analitică, aceasta se exprimă prin relaţia

ax1+bx2+cx3 = 0, ce defineşte ecuaţia planului care trece prin origine şi

este perpendicular pe nnn. Relaţia vectorială xxx = αnnn (α ∈ R parametru),

echivalentă cu relaţiile scalare x1 = αa, x2 = αb şi x3 = αc, defineşte

normala respectivului plan. Sub formă neparametrică, relaţiile ante-

rioare se scriu x1/a = x2/b = x3/c.

Observaţii (continuare):

5) Să observăm că al doilea exemplu este un caz particular al primu-

lui şi că, ı̂n ambele, relaţia de ortogonalitate dintre subspaţii -

Im(AT ) şi N(A), respectiv planul şi normala sa - poate fi com-

pletată cu o informaţie suplimentară. Ne referim mai ı̂ntâi la

al doilea exemplu, precizând că planul conţine toţi vectorii per-

pendiculari pe dreaptă şi, reciproc, dreapta conţine toţi vectorii

perpendiculari pe plan. (Este vorba de vectori ce pleacă din orig-

ine). Similar, nucleul matricei A conţine toate soluţiile sistemului

omogen Axxx = 000, deci toţi vectorii xxx ortogonali pe toate liniile ma-

tricei A. Şi ı̂n acest caz, deşi mai greu de sesizat, reciproca este

totuşi adevărată.
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Definiţia 2

Se numeşte complement ortogonal al subspaţiului S din Rn

submulţimea S ′ ⊂ Rn alcătuită din toţi vectorii vvv ∈ Rn pentru care

∀xxx ∈ S : xxx ⊥ vvv.

Observaţii (continuare):

6) Complementul ortogonal se poate defini exact ca mai sus şi când S

este o mulţime nevidă de vectori din Rn, nu neapărat subspaţiu.

Dar el este ı̂n toate cazurile un subspaţiu, care se notează1, de

obicei, cu S⊥. Astfel, conform celor discutate anterior,

N(A)⊥ = Im(AT ), Im(AT )⊥ = N(A).

Exemplu

Pentru a determina ı̂n R4 complementul ortogonal al mulţimii formate

din versorii 2 axelor Ox1 şi Ox2, (1, 0, 0, 0), respectiv (0, 1, 0, 0), cal-

culăm

NullSpace[{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}}]

{{0, 0, 0, 1}, {0, 0, 1, 0}}

Am obţinut aşadar subspaţiul generat de versorii celorlalte două axe,

Ox3 şi Ox4.

Observaţii (continuare):

7) Conform celor afirmate anterior, subspaţiul generat de Ox1 şi Ox2

1 În acest caz, S⊥ este complementul ortogonal al subspaţiului generat de vectorii lui
S.

2Se numeşte versor al direcţiei determinate de un vector nenul vvv, vectorul vvv/ ‖vvv‖.
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este suma subspaţiilor S1, reprezentat de dreapta vectorială Ox1,

şi S2, reprezentat de dreapta vectorială Ox2 (vezi ı̂nceputul

§6.3).

8.3 Proiecţii ortogonale

În geometria spaţiului Rn, noţiunea de proiecţie (ortogonală) este uti-

lizată ı̂n două variante pe care le vom analiza ı̂n continuare.

a)a)a) Proiecţia vectorului xxx pe un vector (fixat) nenul vvv se obţine am-

plificând versorul vvv/ ‖vvv‖ cu produsul dintre lungimea lui xxx şi cosinusul

unghiului format de xxx cu vvv. Rezultă astfel vectorul

⇀
prvvv xxx =

〈xxx,vvv〉
〈vvv,vvv〉

vvv.

Lungimea cu semn 3a lui este

prvvv xxx =
〈xxx,vvv〉
‖vvv‖

şi se numeşte proiecţia scalară a lui xxx pe vvv. Între cele două proiecţii

există relaţia
⇀
prvvv xxx = (prvvv xxx)

vvv

‖vvv‖
∙

În “M”“M”“M”, funcţia Projection[u, v] calculează proiecţia vectorului uuu pe

vectorul vvv după prima formulă. De exemplu,

Projection[{1, 2}, {1, 1}]

3Semnul este −−− când unghiul dintre cei doi vectori este mai mare decât π
2
π
2
π
2
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{
3

2
,
3

2

}

Ea poate fi extinsă şi pentru alte produse scalare definite ı̂n prealabil.

De exemplu, dacă produsul scalar al vectorilor planului este definit prin

ps[{x1 , x2 }, {y1 , y2 }] := {x1, x2}.







3 1

1 2





 .{y1, y2}

putem calcula noua “proiecţie” a vectorului (1, 2) pe vectorul (1, 1) cu

formula

Projection[{1, 2}, {1, 1}, ps]
{
10

7
,
10

7

}

b)b)b) Proiecţia vectorilor din Rn pe un vector nenul fixat este un caz par-

ticular al proiecţiei pe un subspaţiu S
⇀
⊂ Rn. De exemplu, proiecţia vec-

torilor xxx ∈ R3 pe planul generat de vectorii fixaţi şi liniar independenţi

vvv1 şi vvv2 din R3 - vezi figura de mai jos.

v1

v2

x

x-p

p

Întrucât proiecţia ortogonală ppp a lui xxx pe plan verifică o relaţie de

ortogonalitate şi anume, perpendicularitatea lui xxx − ppp pe plan, rezultă

că xxx − ppp va fi perpendicular pe cei doi generatori ai planului, deci

〈vvv1,xxx − ppp〉 = 0 şi 〈vvv2,xxx − ppp〉 = 0. Acestea sunt două ecuaţii liniare din

care putem obţine coordonatele α1 şi α2 ale lui ppp = α1vvv1 +α2vvv2 ı̂n baza
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{vvv1, vvv2} a planului. Utilizând proprietăţile produsului scalar, cele două

ecuaţii pot fi aduse la forma

〈vvv1, vvv1〉α1 + 〈vvv1, vvv2〉α2 = 〈vvv1,xxx〉

〈vvv1, vvv2〉α1 + 〈vvv2, vvv2〉α2 = 〈vvv2,xxx〉

Perfect analog, procedeul se poate extinde la proiecţia vectorilor xxx ∈ Rn

pe un subspaţiu S
⇀
⊂ Rn având baza {vvv1, . . . , vvvm} cunoscută. Dez-

voltând ecuaţiile 〈vvvi,xxx − ppp〉 = 0, i = 1, . . . ,m ce ne furnizează coordo-

natele αi ale lui bbb ı̂n baza vvvi, obţinem un sistem m × m având forma

similară celui anterior:

m∑

j=1

〈vvvi, vvvj〉αj = 〈vvvi,xxx〉 , i = 1, . . . ,m.

Rezolvarea acestui sistem conduce la o problemă importantă. Să ob-

servăm de la ı̂nceput că matricea sa (numită matrice Gram a vectorilor

vvv1, . . . , vvvm), având elementele gij = 〈vvvi, vvvj〉, este pătrată şi depinde ex-

clusiv de alegerea vectorilor bazei din S şi de produsul scalar4. Cu cât

va fi mai simplă această matrice, cu atât mai uşor obţinem proiecţia ppp.

Întrucât cea mai simplă matrice m × m este Im, ar fi de dorit ca baza

vvvi să verifice condiţiile 〈vvvi, vvvj〉 = 0, pentru i 6= j şi 〈vvvi, vvvj〉 = 1, pentru

i = j.

8.4 Baze ortonormate

Definiţia 3

Baza {vvv1, . . . , vvvm} a subspaţiului S
⇀
⊂ Rn se numeşte ortonormată ı̂n

4Produsul scalar al vectorilor din Rn definit ı̂n observaţia 1 este doar una din variantele
posibile pentru a face geometrie ı̂n acest spaţiu. În principiu, orice funcţie definită pe
Rn × Rn şi având proprietăţile (a) - (d) poate fi un produs scalar.
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raport cu produsul scalar 〈∗, ∗〉 dacă 〈vvvi, vvvj〉 = 0, pentru i 6= j şi

〈vvvi, vvvj〉 = 1, pentru i = j.

Orice bază {vvv1, . . . , vvvm} a subspaţiului S este transformabilă ı̂ntr-o

bază ortonormată {uuu1, . . . ,uuum}. Procedeul - numit Gram-Schmidt -

prin care realizăm această transformare, se poate desfăşura ı̂n două

etape. Prima etapă constă ı̂n transformarea bazei iniţiale vvvi ı̂ntr-o

bază alcătuită din vectori wwwi reciproc ortogonali. Cea de a doua etapă

presupune doar ı̂mpărţirea fiecărui vector wwwi la lungimea sa: uuui =

wwwi/ ‖wwwi‖. Rămâne să descriem cei m − 1 paşi ai primei etape, adică

procedeul Gram-Schmidt propriu-zis.

Renotând cu www1 vectorul vvv1, determinăm vectorul www2 ca diferenţă

ı̂ntre vvv2 şi proiecţia sa pe www1. Procedeul fiind inductiv, pentru a con-

strui vectorul wwwi presupunem că au fost deja generaţi www1, . . . ,wwwi−1.

Atunci wwwi se obţine scăzând din vvvi proiecţiile sale pe toţi vectorii wwwj

anterior construiţi.

Exemplu

Transformarea bazei

{{1, 1, 0}, {0, 1, 1}, {1, 0, 1}}

ı̂ntr-o bază ortonormată a spaţiului R3.

Etapa I:

Pasul 1: Notăm

www1 = {1, 1, 0}

Pasul 2:

www2 = {0, 1, 1} − Projection[{0, 1, 1},www1]
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{

−
1

2
,
1

2
, 1

}

Pasul 3:
www3 = {1, 0, 1} − Projection[{1, 0, 1},www1]

−Projection[{1, 0, 1},www2]
{
2

3
,−

2

3
,
2

3

}

Etapa a II-a:

www1 = www1/Norm[www1]
{

1
√
2
,
1
√
2
, 0

}

www2 = www2/Norm[www2]
{

−
1
√
6
,
1
√
6
,

√
2

3

}

www3 = www3/Norm[www3]
{

1
√
3
,−

1
√
3
,
1
√
3

}

În “M”“M”“M”, comanda Orthogonalize[B], unde B este baza ce urmează a fi

ortonormată, conduce la acelaşi rezultat:

Orthogonalize[B = {{1, 1, 0}, {0, 1, 1}, {1, 0, 1}}]

{{
1
√
2
,
1
√
2
, 0

}

,

{

−
1
√
6
,
1
√
6
,

√
2

3

}

,

{
1
√
3
,−

1
√
3
,
1
√
3

}}

Trebuie reţinut faptul că Orthogonalize[B] ortonormează liniile ma-

tricei B.
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Descompunerea QR a unei matrice

Procedeul Gram-Schmidt de ortonormare a unui sistem liniar indepen-

dent de m vectori din Rn are o aplicaţie importantă şi anume: de-

scompunerea unei matrice n×m având aceşti vectori drept coloane ı̂n

produsul dintre matricea Qn×m = [uuu1, . . . ,uuum], formată cu vectorii bazei

ortonormate drept coloane, şi o matrice m × m superior triunghiulară

având pe diagonală numere pozitive (normele vectorilor wwwi obţinuţi

după prima etapă). În “M”“M”“M”, comanda QRDecomposition produce re-

spectiva descompunere:

{Q, R} = QRDecomposition[Transpose[B]];

Map[MatrixForm, {Transpose[Q], R}]
















1√
2

− 1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

− 1√
3

0
√

2
3

1√
3











,











√
2 1√

2
1√
2

0
√

3
2

√
2
3
− 1√

6

0 0 2√
3
















Verificare:

Transpose[B] == Transpose[Q].R

True
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8.5 Matrice ortogonale

Matricea Q din descompunerea QR anterioară

Q =











1√
2

1√
2

0

− 1√
6

1√
6

√
2
3

1√
3

− 1√
3

1√
3











are atât liniile cât şi coloanele ortonormate, proprietate ce rezultă din

egalităţile (pe care cititorul este sfătuit să le verifice):

Q.QT = I3, QT.Q = I3.

Cele două condiţii sunt echivalente ı̂ntre ele pentru orice matrice

pătratică reală şi, de asemenea, echivalente cu QT = Q−1. Ele caracter-

izează o categorie importantă de matrice reale, aşa-numitele matrice

ortogonale. Acestea mai au şi alte proprietăţi remarcabile, pe care le

vom discuta mai jos. Pentru moment ı̂nsă, prezentăm câteva

Exemple

Folosind oricare din cele două condiţii enunţate anterior, prin aplicarea

determinantului rezultă

det(Q) ∙ det(QT) = 1,

deci

det(Q) = ±1.
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Drept consecinţă, orice matrice ortogonală 2 × 2 va fi de forma

Q =







cos θ − sin θ

sin θ cos θ





 , ı̂n cazul det(Q) = +1,

sau de forma

Q =







cos θ sin θ

sin θ − cos θ





 , ı̂n cazul det(Q) = −1,

pentru un anumit unghi θ ∈ [0, 2π]. După cum vom arăta mai departe,

primul tip de matrice transformă prin ı̂nmulţire vectorii-coloană din R2

ı̂n rotiţii lor cu unghiul θ ı̂n jurul originii. Similar, matricele ortogonale

3×3 având determinant +1 rotesc prin ı̂nmulţire vectorii spaţiului R3.

În particular, matricea ortogonală











cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1











efectuează rotaţia de unghi θ ı̂n jurul axei Ox3.

Transformări rigide

Printre proprietăţile importante ale transformărilor f : Rn → Rn defi-

nite prin matrice ortogonale (transformări numite la rândul lor ortog-

onale) se numără următoarele:
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8.6. MATRICE DE PROIECŢIE

a) O transformare ortogonală păstrează lungimile vectorilor şi

distanţele dintre puncte.

b) O astfel de transformare păstrează unghiurile dintre vectori.

Ambele proprietăţi decurg dintr-o caracteristică mai generală:

c) O transformare ortogonală păstrează produsul scalar 〈xxx,yyy〉 =

xxxTyyy.

Justificarea este imediată:

〈Qxxx, Qyyy〉 = (Qxxx)T
Qyyy = xxxTQTQyyy = xxxTyyy = 〈xxx,yyy〉 .

8.6 Matrice de proiecţie

Numim astfel matricele pătrate reale, să le notăm P , având următoarele

proprietăţi:

a) Simetria: P T = P

b) Idempotenţa: P 2 = P .

Dacă P este o matrice de proiecţie n× n, atunci, pentru orice xxx ∈ Rn,

ppp = Pxxx reprezintă proiecţia (ortogonală) a lui xxx pe subspaţiul Im(P ).

Întrucât, aşa cum am văzut mai sus, ı̂n acest caz xxx − ppp ⊥ Im(P ),

rezultă că xxx − ppp ∈ Im(P )⊥ = N(P ). Astfel ı̂ncât fiecare xxx ∈ Rn se

descompune ı̂n mod unic sub forma xxx = ppp + (xxx − ppp), cei doi termeni

din dreapta relaţiei fiind proiecţiile sale ortogonale pe Im(P ) şi N(P ).

De asemenea, rezultă că Rn se descompune ı̂n suma directă dintre cele

două subspaţii ale lui P (conform §6.3, observaţia 6), fapt notat

Rn = Im(P ) ⊕ N(P ).
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Aplicaţia liniară şi matrice

9.1 Aplicaţia liniară

Aplicaţia liniară este, alături de spaţiul vectorial, o noţiune fundamen-

tală a algebrei liniare. Ea transformă vectori ai unui spaţiu vecto-

rial ı̂n vectori ai aceluiaşi sau ai altui spaţiu vectorial, cu respectarea

următoarelor condiţii:

a) să transforme suma vectorilor ı̂n suma imaginilor lor;

b) să transforme produsul dintre un vector şi un scalar ı̂n produsul

imaginii acelui vector cu acelaşi scalar.

În notaţii simbolice, dacă f este aplicaţia liniară, iar V este dome-

niul său, atunci orice combinaţie liniară α1vvv1 + α2vvv2 a oricăror vec-

tori vvv1, vvv2 ∈ V cu orice scalari α1 şi α2 se transformă prin f ı̂n

α1f(vvv1) + α2f(vvv2).

183
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Exemple

Câteva exemple sugestive de aplicaţii liniare vor fi alese dintre trans-

formările vectoriale ale planului R2. Astfel, orice matrice reală 2 × 2

defineşte o transformare liniară a planului R2 ı̂n el ı̂nsuşi. Spre exem-

plu,

a) Proiecţia vectorilor pe un subspaţiu de dimensiune 1: “dreapta”

de vectori xxx coliniari cu vvv, {xxx ∈ R2 : ∃α ∈ R : xxx = αvvv}, unde vvv ∈
R2 este un vector fixat. Notăm această aplicaţie cu

⇀
prvvv xxx. Când

vvv = eee1 = (1, 0)T , obţinem proiecţia pe axa Ox1:
⇀
preee1

(x1, x2) =

(x1, 0). Ceea ce face ca
⇀
preee1

să poată fi asimilată cu matricea







1 0

0 0







cu care, amplificând coloana (x1, x2)
T , obţinem acelaşi rezultat.

b) Simetria vectorilor ı̂n raport cu dreapta-suport a vectorului vvv o

vom nota
⇀

simvvv. Când vvv = eee1,
⇀

simeee1 (x1, x2) = (x1,−x2), această

transformare putând fi asimilată cu matricea







1 0

0 −1





 ∙

c) Rotaţia vectorilor ı̂n jurul originii cu unghiul θ, notată rrrθ, este, aşa

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 184 – Matematică prin MATHEMATICA
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cum am menţionat ı̂n §8.5, reprezentată prin matricea ortogonală







cos θ − sin θ

sin θ cos θ





 ∙

d) Omotetia de raport α > 0 a vectorilor - notată ωα - este reprezen-

tată prin matricea “scalară” αI2. Ea produce alungirea sau

scurtarea vectorilor, după cum α > 1 sau α < 1.

Rezultat:

Orice aplicaţie liniară

f : Rn → Rm

este reprezentată printr-o matrice m×n notată M(f), ale cărei coloane

sunt f(eeej), unde eeej sunt versorii axelor de coordonate Oxj din Rn.

Exemplu

Dacă f : R3 → R2 este definită prin legea

f(x1, x2, x3) = (x2 − x3, x1 − x3),

atunci matricea M(f) va fi 2 × 3, având cele trei coloane

f ({1, 0, 0}) = {0, 1},

f ({0, 1, 0}) = {1, 0},

f ({0, 0, 1}) = {−1,−1},
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adică

M(f) =







0 1 −1

1 0 −1





 ∙

Verificare:

f(x1, x2, x3) =







0 1 −1

1 0 −1





 ∙











x1

x2

x3











=







x2 − x3

x1 − x3





 ∙

În “M”“M”“M”, acest algoritm se poate exprima sub forma următoare:

M[f , n ] :=

Transpose[MapThread[f, Table[UnitVector[n, j], {j, 1, n}]]]

unde f este forma “pură” a funcţiei respective sau un simbol de funcţie

definit anterior, iar n este dimensiunea domeniului său. În cazul de

faţă, această comandă generează matricea

M[{#2− #3, #1− #3}&, 3]//MatrixForm







0 1 −1

1 0 −1
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9.2 Nucleul şi imaginea aplicaţiei liniare

Acestea sunt subspaţii legate de aplicaţia liniară f : Rn → Rm şi

anume: nucleul N(f)
⇀
⊂ Rn şi imaginea Im(f)

⇀
⊂ Rm. Iată definiţiile

lor:

N(f) = {xxx ∈ Rn : f(xxx) = 000} ,

Im(f) = {yyy ∈ Rm : ∃xxx ∈ Rn, yyy = f(xxx)} .

Proprietate

Dacă A = M(f), atunci N(f) = N(A) şi Im(f) = Im(A).

Exemplu (continuare)

În cazul aplicaţiei f din exemplul anterior

N(f) = N













0 1 −1

1 0 −1











 , Im(f) = Im













0 1 −1

1 0 −1











 ,

subspaţii ale căror baze se determină ı̂n “M”“M”“M” conform §6.1.3 şi respectiv

§6.1.1.

Injectivitatea şi surjectivitatea unei aplicaţii liniare f : Rn →
Rm

Criterii de injectivitate:

f este injectivă ⇔ N(f) = 000 ⇔ rang(M(f)) = n.
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Criterii de surjectivitate:

f este surjectivă ⇔ Im(f) = Rm ⇔ rang(M(f)) = m.

Exemplu (continuare)

Întrucât

rang













0 1 −1

1 0 −1











 = 2,

aplicaţia f : R3 → R2 definită mai sus este neinjectivă şi surjectivă.

9.3 Determinarea unei aplicaţii liniare

Matricea M(f) determină complet aplicaţia liniară f : Rn → Rm.

Această matrice are drept coloane imaginile prin f a n vectori partic-

ulari liniar independenţi, deci a unei baze, din Rn. Aceste n imagini

determină complet imaginile celorlalţi vectori din domeniul lui f .

Exemple

1) Cunoscând rotiţii cu unghiul θ ai celor doi versori eee1 şi eee2 care

definesc axele din planul R2, determinăm matricea de rotaţie cu

unghiul θ, deci rotiţii tuturor vectorilor din planul R2 cu acelaşi

unghi θ. Deoarece (vezi figura următoare)

rrrθ(eee1) = cos θ eee1 + sin θ eee2,

rrrθ(eee2) = − sin θ eee1 + cos θ eee2,

obţinem matricea din §9.1, exemplul c).
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-sin 

cos sin

e1

r e1
e2

r e2

cos

2) Există cazuri ı̂n care matricea unei aplicaţii liniare f : R2 → R2

construită cu versorii eee1 şi eee2 să nu aibă forma cea mai simplă, ci

aceasta să fie obţinută cu vectorii altei baze din planul R2. Spre

exemplu, dacă vectorul yyy =
⇀
pruuu xxx reprezintă proiecţia ortogonală

a lui xxx pe versorul uuu = cos θ eee1 + sin θ eee2, adică vectorul 〈xxx,uuu〉uuu,

atunci M(
⇀
pruuu) nu va mai avea forma simplă din §9.1, exemplul a).

În acest caz este de preferat o altă bază şi anume, cea formată

din versorul uuu şi din versorul obţinut prin rotirea lui uuu cu unghiul

π/2, adică vvv = rrrπ/2(uuu) = − sin θ eee1 + cos θ eee2. Ţinând seama de

proprietăţile proiecţiei, vom avea relaţiile
⇀
pruuu uuu = uuu şi

⇀
pruuu vvv = 000,

deci, ı̂n baza B = {uuu,vvv}, matricea notată M(
⇀
pruuu, B) va avea

aceeaşi formă simplă cu cea din primul paragraf.

Problema găsirii, pentru o aplicaţie liniară dată, a unei baze ı̂n care

matricea sa să aibă o formă cât mai simplă, se pune mai ales pentru

aplicaţiile liniare având acelaşi domeniu şi codomeniu .̧ O vom discuta

ı̂n capitolul 11.

În prealabil, este util să lămurim relaţia dintre două matrice asociate

ı̂n două baze diferite aceleiaşi aplicaţii liniare. În acest scop, reamintim

câteva chestiuni legate de noţiunile de bază şi coordonatele unui vector,

noţiuni expuse ı̂n capitolul 7, observaţiile (9) - (11).

Având două baze B şi B′ ale aceluiaşi spaţiu vectorial, orice vector

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 189 – Matematică prin MATHEMATICA
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vvv are două seturi de coordonate xxx = (x1, . . . , xn) şi xxx′ = (x′
1, . . . , x

′
n),

notate uneori [v]B, respectiv [v]B′ . Relaţia dintre ele se stabileşte prin

intermediul unei matrice nesingulare S, numită matricea de schimbare

a bazei. Această relaţie este xxx = Sxxx′.

Revenind la matricea M(f,B), asociată aplicaţiei liniare f ı̂n baza

B, ea stabileşte relaţia dintre coordonatele xxx ale vectorului vvv ı̂n baza

B şi coordonatele yyy ale imaginii sale f(vvv) ı̂n aceeaşi bază:

yyy = M(f, B)xxx.

Similar, pentru baza B′ avem

yyy′ = M(f,B′)xxx′.

Înlocuind ı̂n prima relaţie xxx = Sxxx′ şi yyy = Syyy′, obţinem

Syyy′ = M(f, B)Sxxx′,

adică

yyy′ = S−1M(f, B)Sxxx′.

Deducem astfel relaţia care leagă matricele asociate lui f ı̂n cele două

baze:

M(f, B ′) = S−1M(f,B)S.

Aceasta poartă numele de relaţie de similaritate. O aplicaţie liniară a

unui spaţiu vectorial ı̂n el ı̂nsuşi are diverse matrice asociate ı̂n diversele

baze ale spaţiului. Toate aceste matrice sunt legate ı̂ntre ele prin relaţii

de similaritate1.

1 Întrucât similaritatea este o relaţie de echivalenţă (reflexivă, simetrică şi tranzi-
tivă), matricele asociate unei aplicaţii liniare a unui spaţiu vectorial reprezintă o clasă
de echivalenţă (de similaritate).
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Metoda celor mai mici pătrate

Revenim la problema determinării soluţiei/soluţiilor unui sistem liniar

m×n notat Axxx = bbb, problemă discutată şi ı̂n capitolele anterioare. Spre

deosebire de acele cazuri, ı̂n care ceream ı̂n mod expres compatibilitatea

sistemului, echivalentă cu apartenenţa lui bbb la subspaţiul Im(A) - vezi

§6.1.1, observaţia 5 - acum problema va căpăta un conţinut mai general.

Anume, vom lua ı̂n considerare şi cazul când bbb ∈ Rm nu se găseşte ı̂n

Im(A). Pentru acesta, evident, nu vom putea găsi o soluţie xxx care

să conducă la egalitatea vectorială din sistem. În schimb, utilizând

geometria spaţiului Rm, vom căuta un xxx ∈ Rn pentru care distanţa

‖bbb − Axxx‖ să fie minimă1. Întrucât pătratul normei este o sumă de

pătrate (vezi §8.1), acest minim se realizează când suma pătratelor

1bbb−Axxx se mai numeşte vector rezidual, iar lungimea lui se mai numeşte eroare. Deoarece
sistemul este incompatibil, eroarea nu poate fi făcută zero pentru niciun xxx ∈ Rn, dar poate
fi minimizată.
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este minimă, de unde şi numele metodei.

10.1 Metoda celor mai mici pătrate şi proiecţia pe

un subspaţiu

Pentru orice xxx ∈ Rn, vectorul Axxx ∈ Im(A), iar ‖bbb − Axxx‖ reprezintă

distanţa dintre vârfurile celor doi vectori. Pentru ca această distanţă

să fie minimă este necesar şi suficient ca vectorul Axxx să reprezinte

proiecţia ortogonală a lui bbb pe Im(A): Axxx = ppp =
⇀
prIm(A) bbb ( figura

următoare prezintă situaţia unei matrice A3×2 având coloanele aaa1 şi aaa2

liniar independente).

p

b
b-p

a1

a2
=Ax

Im(A)

Rămâne de analizat cum se poate calcula această proiecţie. Discuţia

a fost ı̂ncepută ı̂n §8.3 punctul (b), unde am constatat că, pentru a

simplifica acest calcul, este util să construim ı̂n Im(A) o bază ortonor-

mată. Operaţia se poate realiza dacă dispunem de o bază oarecare,

prin aplicarea procedeului Gram-Schmidt de ortogonalizare şi normarea

vectorilor astfel obţinuţi. Matricea Gram rezultată fiind In, obţinem

proiecţia

ppp =
r∑

i=1

〈uuui, bbb〉uuui =
r∑

i=1

(
uuuT

i bbb
)
uuui

Aici, uuu1, . . . ,uuur reprezintă baza ortonormată a subspaţiului Im(A),

r = rang(A), iar
(
uuuT

i bbb
)
uuui este proiecţia vectorului bbb pe versorul uuui.

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 192 – Matematică prin MATHEMATICA
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Transformând sistemul incompatibil dat ı̂n sistemul compatibil Ax̄xx = ppp

(am notat diferit cele două necunoscute, xxx şi x̄xx, deoarece sistemele nu

sunt echivalente), soluţia acestuia din urmă se numeşte pseudosoluţia

sistemului dat (sau “soluţie” ı̂n sensul metodei celor mai mici pătrate).

Exemplu

Sistemul liniar

x1 =1,

x1 + x2 =1,

x2 =1

este evident incompatibil. Ortonormând coloanele matricei sale,

obţinem versorii (vezi exemplul din §8.4 )

uuu1 =

{
1
√

2
,

1
√

2
, 0

}

, uuu2 =

{

−
1
√

6
,

1
√

6
,

√
2

3

}

∙

Proiecţiile termenului liber bbb = {1, 1, 1} pe cei doi versori vor fi (eval-

uarea se realizează ı̂n “M”“M”“M”)

ppp1 = Projection[{1, 1, 1},uuu1]

{1, 1, 0}

ppp2 = Projection[{1, 1, 1},uuu2]
{

−
1

3
,
1

3
,
2

3

}

astfel ı̂ncât vectorul-proiecţie al lui bbb pe Im(A) va fi

ppp = ppp1 + ppp2
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{
2

3
,
4

3
,
2

3

}

Rezolvând noul sistem compatibil, obţinem soluţia

x̄ = LinearSolve[{{1, 0}, {1, 1}, {0, 1}}, ppp]

{
2

3
,
2

3

}

Observaţie importantă:

Descompunerea A = QR a matricei sistemului considerat ne poate fi de

un real folos. Pe de o parte, are loc relaţia QTQ = I, iar pe de altă

parte, matricea de proiecţie pe subspaţiul Im(A) capătă o formă simplă:

P = QQT (vezi exerciţiul 10.2). Sistemul compatibil asociat celui dat va

fi atunci

QRx̄xx = ppp = QQTbbb

şi amplificând la stânga cu matricea QT , obţinem aşa-numitul sistem al

ecuaţiilor normale pentru sistemul considerat:

Rx̄xx = QTbbb

Exemplu (continuare)

Întrucât matricea sistemului considerat este alcătuită din primele două

coloane ale matricei B din exemplul prezentat ı̂n §8.4, rezultă că ı̂n

descompunerea sa QR, matricea Q va avea primele două coloane din

primul factor al descompunerii lui B, iar R va fi submatricea celui de

al doilea factor din descompunerea lui B aflată la intersecţia primelor
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două linii cu primele două coloane2. Aşadar

R =

{{√
2,

1
√
2

}

,

{

0,

√
3

2

}}

QT =

{{
1
√
2
,
1
√
2
, 0

}

,

{

−
1
√
6
,
1
√
6
,

√
2

3

}}

Rezolvăm ı̂n acest caz ecuaţiile normale

LinearSolve[R, QT.{1, 1, 1}]

{
2

3
,
2

3

}

Se observă că am obţinut acelaşi vector - pseudosoluţie a sistemului dat.

De notat că rezolvarea acestui sistem este economică (R fiind o matrice

superior triunghiulară, se aplică doar algoritmul substituţii regresive)

şi numeric stabilă. Drept urmare, metoda prezentată aici este frecvent

utilizată ı̂n practică.

În “M”“M”“M”, comanda LeastSquares[A, b] calculează pseudosoluţia sis-

temului liniar Axxx = bbb. Astfel, ı̂n cazul discutat,

LeastSquares[{{1, 0}, {1, 1}, {0, 1}}, {1, 1, 1}]

{
2

3
,
2

3

}

2Aceste fapte sunt consecinţe ale regulii de ı̂nmulţire a matricelor (vezi exerciţiul 7.2).

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 195 – Matematică prin MATHEMATICA
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10.2 Pseudoinversa unei matrice m × n

Determinarea pseudosoluţiei sistemului Axxx = bbb, cu A matrice reală

m × n, se poate realiza prin metodele descrise doar atunci când este

unic determinată. Condiţia necesară şi suficientă pentru aceasta este

ca r = rang(A) = n. Când r < n, sistemul compatibil obţinut prin

proiecţia lui bbb pe Im(A) va avea o infinitate de soluţii depinzând de

n − r parametri (vezi concluzia (3) din

§6.1.3).

Exemplu

Sistemul liniar incompatibil

x + y =1,

x + y =0

devine, prin proiecţia termenului liber {1, 0} pe subspaţiul dreaptă

Im(A) = {α{1, 1} : α ∈ R}, sistemul

x + y =1/2,

x + y =1/2

(verificaţi aceasta!). El are ca soluţii toţi vectorii

{
1

2
− y, y

}

, cu y ∈ R,

ceea ce reprezintă mulţimea vectorilor cu vârfurile pe o dreaptă (figura

de mai jos).
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y

x+y=1/2

1/2-y

1
4

, 1
4

Vectorul de lungime minimă, unic cu aceste proprietăţi, nu-

mit pseudosoluţia optimă a sistemului incompatibil considerat este

{1/4, 1/4}. Matricea, notată A+, cu care, ı̂nmulţind termenul liber

{1, 0} al sistemului, obţinem pseudosoluţia optimă a sa, se numeşte

pseudoinversa matricei A a sistemului. În “M”“M”“M”, această matrice este

generată prin comanda PseudoInverse[A]. În cazul de faţă,

PseudoInverse[{{1, 1}, {1, 1}}]

{{
1

4
,
1

4

}

,

{
1

4
,
1

4

}}

Verificaţi prin calcul că produsul ei cu termenul liber al sistemului dat

produce pseudosoluţia optimă găsită anterior.

10.3 Regresia liniară. Dreapta de regresie

O aplicaţie frecventă a metodei celor mai mici pătrate constă ı̂n găsirea

unei funcţii liniare y = mx + n (o dreaptă) care să aproximeze, ı̂n
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sensul acestei metode, relaţia de dependenţă dintre două seturi de date

experimentale: {y1, . . . , yp} şi {x1, . . . , xp}. Pentru p > 2, sistemul

neomogen de ecuaţii liniare

mxi + n = yi, i = 1, . . . , p,

având necunoscutele m şi n, este “supradeterminat” (având mai multe

ecuaţii decât necunoscute). Drept urmare, el este - foarte probabil -

incompatibil3. Matricea sistemului are două coloane

A = Transpose[{{x1, . . . , xp}, {1, . . . , 1}}]

iar termenul liber este

b = {y1, . . . , yp}

Vom scrie ecuaţiile normale ı̂ntr-o formă mai generală, amplificând sis-

temul cu matricea AT ; obţinem

ATAx̄xx = ATbbb.

Întrucât coloanele lui A sunt liniar independente (valorile xi nu pot

fi toate egale ı̂ntre ele), rezultă că acest sistem 2 × 2 are matricea de

rangul 2 şi soluţia unică

x̄xx =
(
ATA
)−1

ATbbb.

Componentele m̄ şi n̄ ale acestei soluţii determină panta şi intersecţia

cu axa Oy a dreptei de regresie y = m̄x + n̄.

3Chiar dacă, de pildă, datele experimentale trebuie să verifice legea liniară a relaţiei
spaţiu-timp ı̂ntr-o mişcare uniformă, erorile de măsurare, inerente oricărui experiment,
conduc la incompatibilitate.
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Exemplu

A = Transpose[{{1, 2, 4, 5, 7}, {1, 1, 1, 1, 1}}]

b = {0.5, 2, 3.5, 4, 6}

Rezultă4

(ATA)
−1

= {{5/114,−1/6}, {−1/6, 5/6}},
ATbbb = {73.5, 15} şi x̄xx = {0.723684, 0.25}.

Am obţinut aşadar dreapta de regresie

y = x̄ ∙ {x, 1} = 0, 25 + 0, 723684 x

Aceste rezultate sunt reprezentate grafic ı̂n următoarea figură:

P1

P2

P3

P4

P5

1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

Pe ea pot fi observate cele cinci puncte Pi reprezentând perechile

de coordonate {xi, yi} determinate experimental, toate aflate ı̂n exte-

riorul dreptei de regresie. Se poate arăta (vezi exerciţiul 11) că suma

“abaterilor cu semn”, + deasupra, − dedesubt, este nulă, ı̂n timp ce

ştim că suma pătratelor acestor abateri (marcate prin segmentele din

figură) este mai mică decât pentru orice altă dreaptă din plan.

4Dacă nu se specifică altfel, ı̂n “M”“M”“M”, valorile aproximative se rotunjesc la zecimala a
şasea, având deci cinci zecimale exacte.
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11

Valori şi vectori proprii

11.1 Problema cu valori şi vectori proprii

Această problemă se referă la o matrice pătrată An×n cu numere reale

sau complexe. Ea cere determinarea vectorilor nenuli xxx având n com-

ponente reale sau complexe, pentru care există un număr real sau com-

plex λ, astfel ı̂ncât să aibă loc relaţia

Axxx = λxxx

sau, echivalent,

(A− λIn)xxx = 000.

În aceste condiţii, λ se numeşte valoare proprie a matricei A, iar xxx -

vector propriu al lui A corespunzător valorii proprii λ.
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Exemple

1) Pentru a determina valorile proprii ale matricei

A = 1/2{{1, 1}, {1, 1}}

plecăm de la condiţia existenţei unei soluţii nenule xxx pentru sis-

temul liniar şi omogen

(A− λI2)xxx = 000.

Conform teoriei sistemelor liniare, această condiţie este echiva-

lentă cu

det (A− λI2) = 0,

adică

λ2 − λ = 0.

Rădăcinile ecuaţiei de mai sus, numită ecuaţie caracteristică, sunt

valorile proprii ale matricei A:

λ1 = 1, λ2 = 0.

Vectorii proprii ai lui A se obţin pe rând, pentru fiecare din cele

două rădăcini, determinând câte o bază ı̂n nucleele N(A − λ1I2),

respectiv N(A− λ2I2). În acest scop, utilizăm “M”“M”“M”:

A− λ1 IdentityMatrix[2]

{{

−
1

2
,
1

2

}

,

{
1

2
,−

1

2

}}

NullSpace[%]
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{{1, 1}}

A− λ2 IdentityMatrix[2]
{{

1

2
,
1

2

}

,

{
1

2
,
1

2

}}

NullSpace[%]

{{−1, 1}}

Rezultatele astfel obţinute pot fi determinate printr-o singură co-

mandă “M”“M”“M”:

Eigensystem[A]

{{1, 0}, {{1, 1}, {−1, 1}}}

Prima pereche din rezultat, {1, 0}, o reprezintă valorile proprii,

iar liniile matricei, {{1, 1}, {−1, 1}}, sunt vectorii proprii cores-

punzători lor.

2)

Eigensystem[{{0,−1}, {1, 0}}]

{{i,−i}, {{i, 1}, {−i, 1}}}

Constatăm că, deşi matricea {{0,−1}, {1, 0}} este reală, valo-

rile/vectorii proprii sunt de tip complex. Acest aspect de natură

algebrică are şi o interpretare geometrică, ţinând cont de faptul

că matricele reale 2 × 2 reprezintă, aşa cum am văzut ı̂n §9.1,

transformări liniare ale vectorilor din plan. Astfel, matricea

A = {{1/2, 1/2}, {1/2, 1/2}}

din exemplul anterior este, conform celor prezentate ı̂n §8.6, si-
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metrică şi idempotentă (verificaţi!), deci o matrice de proiecţie

. Calculând vectorii săi proprii, descoperim subspaţiul lui R2

pe care A proiectează vectorii: dreapta S = {α{1, 1}|α ∈ R}
alcătuită din acei vectori xxx pe care A nu ı̂i modifică, Axxx = 1xxx = xxx,

ı̂n timp ce pe ortogonalii lor, yyy ∈ S⊥, ı̂i transformă ı̂n vectorul

nul, Ayyy = 0yyy = 000. Aceste două subspaţii reprezintă pentru A

subspaţiile sale proprii. Matricea din al doilea exemplu, a cărei

valori şi vectori proprii sunt de tip complex, poate fi la rândul

său regăsită printre transformările liniare ale planului. Ea este

matricea de rotaţie a vectorilor xxx ∈ R2 cu unghiul θ = π/2

(confruntaţi cu exemplul c) din §9.1). Prin această transformare,

niciun vector nenul xxx ∈ R2 nu poate fi coliniar cu imaginea sa. Pe

de altă parte, condiţia Axxx = λxxx exprimă tocmai o astfel de col-

iniaritate atunci când λ ∈ R. Prin urmare, singurii vectori nenuli

xxx şi singurele valori λ care pot satisface o astfel de relaţie nu sunt

de tip real.

11.2 Diagonalizarea matricelor

Printre aplicaţiile importante ale problemei cu valori şi vectori proprii

se numără şi reducerea unei matrice pătrate la o strucutră simplă cu

ajutorul unei transformări de similaritate (vezi §9.3). Această structură

depinde de matrice, forma cea mai simplă fiind reprezentată de ma-

tricele diagonalizabile, clasă din care fac parte ambele exemple tratate

ı̂n §11.1.

Definiţie:

O matrice An×n este diagonalizabilă dacă este similară, ı̂n sensul relaţiei

din §9.3, cu o matrice n × n diagonală (adică având elemente nenule
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cel mult pe diagonală).

Găsirea matricei nesingulare S şi a matricei diagonale Δ astfel ı̂ncât

S−1AS = Δ

se numeşte problema diagonalizării şi se rezolvă determinând valorile

proprii ale matricei A şi vectorii proprii corespunzători acestora.

Exemplu

A = {{1, 4,−4}, {−1, 5,−3}, {−1, 2, 0}}

La primul pas, determinăm valorile proprii prin comanda

Eigenvalues[A]

{3, 2, 1}

Proprietate:

O matrice An×n cu toate cele n valori proprii distincte este diago-

nalizabilă. Dacă S este matricea având drept coloane vectorii proprii ai

lui A cores-punzători acestor n valori proprii, atunci S eate nesingulară

şi S−1AS = Δ. Pe diagonala matricei Δ apar valorile proprii ale lui A, ı̂n

ordinea dispunerii vectorilor proprii ı̂n coloanele lui S.

La pasul următor, putem astfel trece la determinarea vectorilor pro-

prii care formează coloanele matricei S. Această operaţie se realizează

folosind comanda

Eigenvectors[A]

{{2, 1, 0}, {0, 1, 1}, {1, 1, 1}}

După cum s-a precizat mai sus, vectorii proprii sunt aşezaţi ı̂n S ı̂n

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 205 – Matematică prin MATHEMATICA
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ordinea corespunzătoare aşezării valorilor proprii ı̂n Δ. De exemplu,

vectorul {2, 1, 0} corespunde primei valori proprii λ1 = 3.

Putem verifica acum relaţia S−1AS = Δ:

Inverse[Transpose[Eigenvectors[A]]].A.

Transpose[Eigenvectors[A]]

{{3, 0, 0}, {0, 2, 0}, {0, 0, 1}}

Aceeaşi verificare se poate realiza şi prin comanda Eigensystem[A] care

determină simultan valorile şi vectorii proprii corespunzători pentru

o matrice A. Dacă notăm cu valorip şi vectorip valorile proprii,

respectiv vectorii proprii corespunzători ai lui A, atunci din

{valorip, vectorip} = Eigensystem[A]

rezultă

valorip

{3, 2, 1}

vectorip

{{2, 1, 0}, {0, 1, 1}, {1, 1, 1}}

şi, ı̂n final,

Inverse[Transpose[vectorip]].A.

Transpose[vectorip] ==

DiagonalMatrix[valorip]

True

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 206 – Matematică prin MATHEMATICA
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11.3 Aplicaţii ale diagonalizării matricelor

1. Calculul puterilor unei matrice diagonalizabile A se realizează

plecând de la relaţia

A = SΔS−1

Ridicăm ambii membri la pătrat şi, utilizând asociativitatea produsului

matriceal, rezultă

A2 = SΔS−1SΔS−1 = SΔ2S−1,

iar prin inducţie

An = SΔnS−1, ∀ n ∈ N.

Reluăm exemplul prezentat ı̂n §11.2. Întrucât

Δ =











3 0 0

0 2 0

0 0 1











,

rezultă că

Δn =











3n 0 0

0 2n 0

0 0 1











,
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iar

An = SΔnS−1 =










2 0 1

1 1 1

0 1 1





















3n 0 0

0 2n 0

0 0 1





















0 1 −1

−1 2 −1

1 −2 2











=











1 −2 + 2 × 3n 2 − 2 × 3n

1 − 2n −2 + 21+n + 3n 2 − 2n − 3n

1 − 2n −2 + 21+n 2 − 2n











În “M”“M”“M”, acest calcul se realizează folosind comanda MatrixPower[A, n]:

MatrixPower[{{1, 4,−4}, {−1, 5,−3}, {−1, 2, 0}}, n];

%//MatrixForm











1 −2 + 2 × 3n 2 − 2 × 3n

1 − 2n −2 + 21+n + 3n 2 − 2n − 3n

1 − 2n −2 + 21+n 2 − 2n











2. Calculul unei funcţii de matrice f(A). Cazul f(z) = ez.

Întrucât funcţia ez este analitică ı̂n C, adică este reprezentabilă prin

seria de puteri
∑∞

n=0 zn/n! pentru orice z ∈ C, putem extinde această
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funcţie la matrice pătrate complexe sub forma
∑∞

n=0(1/n!)An. Pentru

a obţine formula de calcul a acestei funcţii ı̂n cazul matricei diago-

nalizabile A, procedăm astfel:

a) Efectuând calculul, anterior explicat, al puterilor An şi făcând

ı̂nlocuirea formală ı̂n seria de puteri a lui ez, obţinem

eA =
∞∑

n=0

1

n!
SΔnS−1 = S

[
∞∑

n=0

1

n!
Δn

]

S−1

Paranteza [. . .] reprezintă cazul particular al funcţiei eΔ, deci

eA = SeΔS−1

b) Calculul lui eΔ ı̂l vom exemplifica pe matricea diagonală de mai

sus:

Δ =











3 0 0

0 2 0

0 0 1











, Δn =











3n 0 0

0 2n 0

0 0 1











∙

Atunci

eΔ =
∞∑

n=0

1

n!
Δn =











∑∞
n=0

3n

n!
0 0

0
∑∞

n=0
2n

n!
0

0 0
∑∞

n=0
1
n!











=
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e3 0 0

0 e2 0

0 0 e











∙

Înlocuind ı̂n expresia lui eA, găsim formula de calcul a acestei

funcţii de matrice:

eA = SeΔS−1 =










2 0 1

1 1 1

0 1 1





















e3 0 0

0 e2 0

0 0 e





















0 1 −1

−1 2 −1

1 −2 2











=











e −2e + 2e3 2e − 2e3

e − e2 −2e + 2e2 + e3 2e − e2 − e3

e − e2 −2e + 2e2 2e − e2











Generalizarea este imediată şi ne conduce la formula exponenţialei

matricei A

eA = SeΔS−1 = S diagonal
(
eλ1 , . . . , eλn

)
S−1.
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În “M”“M”“M”, comanda MatrixExp[A] calculează funcţia eA:

MatrixExp





















3 0 0

0 2 0

0 0 1





















;

%//MatrixForm











e3 0 0

0 e2 0

0 0 e











MatrixExp[A]//Expand;

%//MatrixForm










e −2e + 2e3 2e − 2e3

e − e2 −2e + 2e2 + e3 2e − e2 − e3

e − e2 −2e + 2e2 2e − e2











Ea se aplică nu numai matricelor diagonalizabile, ci oricărei matrice

pătratice (vezi exerciţiul 12).
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12

Exerciţii

1. Calculaţi cu creionul pe hârtie soluţia sistemului de ecuaţii prezen-

tat ca primă aplicaţie ı̂n §5.2, efectuând cei doi paşi ai algoritmului

substituţii regresive.

2.

(1) Să se determine, ı̂n fiecare caz, valorile parametrilor s şi t pentru

care următoarele sisteme sunt compatibile şi, ı̂n aceste situaţii,

toate soluţiile lor:











2 4 −2

−1 2 2

1 6 0











xxx =











s

1

3s
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2 −3 1 3

−4 6 1 −5

6 −9 9 11

4 −6 −1 5















xxx =















s

t − 2s

3s + 2t

s − t















(2) Se consideră un sistem liniar neomogen, a cărui matrice extinsă

are o formă redusă pe linii fără pivot ı̂n ultima coloană (a terme-

nilor liberi). Explicaţi compatibilitatea sa.

3. Utilizând comanda Opelem (vezi §5.2), aduceţi matricele

A =











3 2 −1 1 3

6 4 0 1 9

−9 −6 13 −8 6











B =







2 −1 0 3

6 2 1 7







C =















1 3 1

2 7 0

−1 −5 4

3 9 5
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la o formă redusă pe linii. Aplicaţi-le apoi “M”“M”“M”-comanda RowReduce

pentru a constata că:

a) numărul pivoţilor, adică rangul, este ı̂n ambele variante acelaşi;

b) pivoţii aparţin, ı̂n ambele variante, aceloraşi coloane.

4. (Sisteme liniare simultane) Pentru a rezolva mai multe sisteme

liniare Axxx = bbb, Ayyy = ccc etc., având aceeaşi matrice A şi termeni liberi

daţi, metoda bazată pe operaţii elementare se aplică sub următoarea

formă:

- construim o matrice extinsă1 cu toţi termenii liberi [A|bbb |ccc . . .];

- prin operaţii elementare, reducem matricea extinsă la forma

canonică pe linii [A1|bbb1 |ccc1 . . .];

- aplicăm algoritmul substituţii regresive fiecăruia dintre sistemele

A1xxx = bbb1, A1yyy = ccc1 etc., respectiv echivalente cu sistemele date

iniţial.

(1) Rezolvaţi ı̂n acest mod cele două sisteme liniare având ca matrice

comună A şi ca termeni liberi bbb şi ccc, unde:

A =











0 1 −2

3 2 1

2 1 0











, bbb =











1

1

1











, ccc =











2

−1

1











1Construcţia matricei extinse se poate realiza cu “M”“M”“M”-comanda Join - vezi soluţia
exerciţiului 2.
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(2) Cum poate fi adaptată schema de calcul prezentată mai sus pen-

tru inversarea unei matrice nesingulare An×n, ştiind că aceasta

presupune rezolvarea a n sisteme liniare având pe A ca matrice

comună? Care sunt termenii liberi corespunzători?

Aplicaţie: Calculaţi cu acest procedeu inversa matricei A de la

punctul (1).

5. Ce părere aveţi despre cum trebuie să arate forma canonică redusă

pe linii pentru orice matrice n × n nesingulară? Verificaţi răspunsul

(care trebuie să fie justificat) determinând această formă ı̂n cazul ma-

tricei

A =











0 1 −2

3 2 1

2 1 0











Pe această observaţie simplă se bazează un binecunoscut algoritm de

calcul al inversei unei matrice.

Algoritm de inversare:

Aşezăm ı̂n continuarea coloanelor matricei pătrate A de inversat, ma-

tricea unitate de acelaşi ordin n cu ea. Comanda “M”“M”“M” pentru obţinerea

acestei noi matrice este

Join[A, IdentityMatrix[n], 2]

Prin operaţii elementare, reducem matricea astfel obţinută la forma

canonică pe linii. Dacă A are rangul n (adică este inversabilă), ı̂n locul

primelor n coloane va apare matricea unitate, iar ı̂n locul ultimelor n
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coloane - matricea A−1 (vezi şi exerciţiul următor).

Aplicaţie: Determinaţi cu acest algoritm inversa matricei A

şi verificaţi rezultatul utilizând “M”“M”“M”-comanda pentru inversare

Inverse[A].

6. Amintim câteva proprietăţi ale determinantului unei matrice pătrate

A, notat det A:

D1) Dacă A1 se obţine din A printr-o operaţie elementară O1 (vezi

§5.2), atunci det A1 = − det A.

D2) Dacă A1 se obţine din A prin operaţii elementare O3, atunci

det A1 = det A.

D3) Determinantul unei matrice pătrate având zerouri sub diagonală

este produsul elementelor de pe diagonală.

Să observăm că pentru a aduce o matrice la o formă redusă pe linii,

nu este necesară operaţia O2. În consecinţă determinantul oricărei ma-

trice pătrate este egal cu + sau − produsul elementelor de pe diagonala

unei forme reduse pe linii obţinute fără O2.

Aplicaţie: Calculaţi determinantul fiecăreia dintre următoarele ma-

trice după ce, ı̂n prealabil, le-aţi adus prin operaţii O1 şi O3 la o formă

redusă pe linii:

A =











−2 1 2

2 1 −4

−2 1 1











, B =











0 5 2

3 1 −5

1 2 1











,
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C =















1 3 −2 1

2 6 2 0

−3 −9 0 1

1 2 3 4















, D =



















0 0 −3 3 −1

−1 2 1 −2 −1

3 −2 −1 0 1

0 −2 1 1 −1

−1 1 1 1 −1



















Determinatul va fi produsul elementelor de pe diagonala formei reduse,

prevăzut cu semnul + dacă O1 a fost utilizată de un număr par (sau

zero) de ori, respectiv cu semnul − dacă O1 a fost utilizată de un număr

impar de ori.

7. (Produsul matrice×vector-coloană)

(1) Fie A matrice m× n şi xxx vector n× 1. Verificaţi pe exemplele de

mai jos validitatea următoarei proprietăţi: dacă A este alcătuită

din coloanele aaa1, . . . aaan, iar xxx din elementele x1, . . . , xn, atunci

vectorul-coloană Axxx reprezintă combinaţia liniară x1aaa1 + . . . +

xnaaan.

A =











1 2

2 3

1 3











, xxx =







x1

x2
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A =







a b c

u v w





 , xxx =











1

2

3











A =











2 3 1

0 −5 2

1
3

3 π











, xxx =











0,2

e

π











(2) Fie Am×n şi Cn×p, C având coloanele ccc1, . . . , cccp. Verificaţi pe

exemplele de mai jos validitatea următoarei proprietăţi: coloanele

matricei-produs AC sunt Accc1, . . . , Acccp.

A =











1 2

2 3

1 3











, C =







x y

x y







A =







1 0

0 2





 , C =







1 x 0

1 y π
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A =











0 0 1

0 1 0

1 0 0











, C =











1 2 3

3 2 1

1 3 2











(3) Orice matrice m × n de rang 1 poate fi reprezentată ca produs

dintre o matrice-coloană m× 1 şi o matrice-linie 1×n. Reciproc,

orice asemenea produs este o matrice m × n de rang 1.

a) Verificaţi aceste proprietăţi pentru cazul când m = 3 şi n =

2.

b) Notăm cu aaai coloanele matricei Am×n şi cu ccci liniile matricei

Cn×p. Atunci produsul AC mai poate fi scris şi sub forma

sumei de matrice
∑n

i=1 aaaiccc
i având rangul 1. Verificaţi aceasta

ı̂n cazurile celor trei perechi de matrice de la punctul (2).

8. Fie matricea

A =











1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1











folosită ı̂n exemplul din §6.1.2.

(1) Verificaţi cu ajutorul consecinţei din §6.2:

a) egalitatea dintre subspaţiul Im(A), generat de toate

coloanele lui A, şi subspaţiul generat de coloanele 1 şi 3;

b) egalitatea de subspaţii Im(AT ) = Im(AT
1 ).
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(2) a) Verificaţi independenţa liniară a coloanelor 1 şi 3 din ma-

tricea A utilizând metode descrise ı̂n capitolele 6 şi 7 arătând

că reprezintă, conform definiţiei 4 din capitolul 7, o bază pen-

tru Im(A).

b) Ce alte alegeri ale unei baze ı̂n Im(A) vedeţi posibile ţinând

seama de relaţiile de dependenţă liniară existente ı̂ntre

coloanele matricei A?

c) Determinaţi coordonatele fiecărei coloane din A ı̂n baza for-

mată de aaa1 şi aaa3, precum şi matricea S de schimbare a acestei

baze ı̂ntr-o bază formată cu alte coloane ale lui A şi pe care

urmează să o alegeţi.

9. Noţiunea de complement ortogonal S⊥ al unui subspaţiu S din Rn

(conform §8.2) şi relaţia Im(AT )⊥ = N(A) ne oferă metode simple de

determinare ı̂n “M”“M”“M” a unor baze pentru câteva subspaţii importante.

(1) Începem cu o subrutină pentru determinarea unei baze ı̂n

Im(A)⊥:

ComplementOrtogonal[A ] :=

Which[MatrixRank[A] == Dimensions[A][[1]],

Table[0, {i, Dimensions[A][[1]]}, {j, 1}],

(MatrixRank[A] == 0‖A == {}),

IdentityMatrix[Dimensions[A][[1]]], True,

Transpose[NullSpace[Transpose[A]]]]/; MatrixQ[A]

În esenţă ea se bazează pe relaţia de mai sus, completată cu două

excepţii: pentru matricele nule şi pentru matricele-linie. Deoarece
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complementarea ortogonală a unui subspaţiu este o operaţie invo-

lutivă: S⊥⊥ = S, prin dubla sa aplicare asupra lui A se va obţine

o bază ı̂n Im(A).

Observaţie: Aplicarea de n ori a aceleiaşi funcţii f asupra lui

x se poate realiza cu “M”“M”“M”-comanda Nest[f, x, n]. Putem astfel

defini o funcţie prin care se obţine o bază ı̂n Im(A):

Baza[A ] := Nest[ComplementOrtogonal, A, 2]

Testaţi acest fapt asupra primelor zece matrice 3 × 4 de numere

binare produse aleatoriu prin comanda

A = Table[RandomInteger[{0, 1}], {i, 3}, {j, 4}];

(2) O altă aplicaţie utilă a subrutinei de complementare ortogonală

o constituie subrutina de obţinere a unei baze ı̂n suma a două

subspaţii definite prin generatori vectori-coloană: V = Im(A)

şi W = Im(B) (vezi §6.3). Aceasta se reduce la determinarea

bazei ı̂n Im(A|B). Construiţi subrutina şi aplicaţi-o la deter-

minarea bazei pentru câteva perechi de matrice binare cu 3, re-

spectiv 4 linii şi {2, 2}, {2, 3}, {3, 3} coloane produse aleatoriu

(vezi instrucţiunea precedentă).

(3) O aplicaţie interesantă este construirea subrutinei de obţinere a

unei baze ı̂n intersecţia subspaţiilor V = Im(A) şi W = Im(B)

utilizând următoarea proprietate a complementării ortogonale:

(V + W )⊥ = V ⊥ ∩ W⊥

Construiţi subrutina şi utilizaţi-o ı̂mpreună cu cea de la punctul

precedent pentru perechi de matrice binare produse aleatoriu şi
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având aceleaşi dimensiuni ca la punctul (2), pentru a verifica legea

dim V + dim W = dim(V + W ) + dim(V ∩ W )

(a se vedea şi exemplul din §6.3).

10. Pentru a construi matricea de proiecţie a vectorilor spaţiului Rm

pe un subspaţiu S = Im(A), unde A este o matrice m × n, generăm

mai ı̂ntâi o bază ortonormată a lui S.

(1) Utilizând subrutina de obţinere a bazei ı̂n Im(A) construită ı̂n

exerciţiul precedent, completaţi-o astfel ı̂ncât baza să fie ortonor-

mată.

(2) Matricea de proiecţie pe subspaţiul S va putea fi obţinută ţinând

seama că proiecţia fiecărui vector xxx ∈ Rm pe S este suma

proiecţiilor sale pe versorii bazei ortonormate construite anterior.

Astfel, adunând cele r proiecţii ale lui xxx pe versorii uuu1, . . . ,uuur ai

bazei (r = rang(A)),

⇀
pruuui

xxx = uuuT
i xxxuuui = uuuiuuu

T
i xxx,

obţinem proiecţia sa pe S. În concluzie, matricea căutată va fi

P =
r∑

i=1

uuuiuuu
T
i

a) Construiţi matricea de proiecţie a vectorilor din R4 pe
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subspaţiul S = Im(A), unde

A =















0 1 1

1 1 2

1 0 1

1 0 1















b) Verificaţi că matricea P astfel obţinută coincide cu produsul

UUT , unde U = (uuu1, . . . ,uuur), şi că are cele două proprietăţi

ale matricelor de proiecţie: simetria şi idempotenţa - vezi

§8.6).

11. Pentru a determina dreapta de regresie corespunzătoare punctelor

Pi(xi, yi), i = 1, . . . , p, din plan, considerăm matricea p × 2

A =







x1 x2 ... xp

1 1 ... 1







T

şi vectorul-coloană p × 1

bbb =

(

y1 y2 .... yp

)
T
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Ecuaţiile normale corespunzătoare acestor date vor avea matricea

AT A =







∑p
i=1 x2

i

∑p
i=1 xi

∑p
i=1 xi p







şi termenul liber

ATbbb =







∑p
i=1 xiyi

∑p
i=1 yi







iar soluţia lor va fi x̄xx = (m̄, n̄).

(1) Verificaţi că cele două ecuaţii normale se pot pune sub forma

p∑

i=1

xi (m̄xi + n̄ − yi) = 0

p∑

i=1

(m̄xi + n̄ − yi) = 0

Mărimea m̄xi + n̄ − yi se numeşte abatere cu semn ı̂n punctul

Pi(xi, yi), iar a doua ecuaţie afirmă că suma acestor abateri este

nulă.

(2) Metoda celor mai mici pătrate se poate aplica nu numai ı̂n cazul

determinării unei funcţii liniare (dreaptă), ci şi a unei cate-

gorii mai largi de curbe plane, cu scopul obţinerii unei legi de

dependenţă ı̂ntre un set de valori ale lui x şi setul corespunzător

de valori pentru y. Astfel, pentru o curbă de gradul al doilea,

y = ax2 + bx + c,
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plecând de la sistemul

x2
i a + xib + c = yi, i = 1, . . . , p,

liniar ı̂n necunoscutele a, b, c, putem aplica această metodă şi

determina “parabola de aproximare ı̂n sensul metodei celor mai

mici pătrate” pentru cele p puncte. Scrieţi ecuaţiile normale

corespunzătoare acestui sistem şi celor cinci puncte din exemplul

tratat ı̂n §10.3.

(3) Pentru rezolvarea unor astfel de probleme dispunem ı̂n “M”“M”“M” de

comanda Fit. De exemplu, ı̂n cazul dreptei de regresie, tipul de

funcţie căutat este o combinaţie liniară de x şi 1. Plecând de la

setul de date (puncte):

date = {{1, 0.5}, {2, 2}, {4, 3.5}, {5, 4}, {7, 5}}

prin comanda

Fit[date, {x, 1}, x]

0.25 + 0.723684 x

Aceleaşi date pot fi ı̂nsă “ajustate” şi potrivit unei curbe de gradul

al doilea (parabolă) prin comanda

Fit[date, {1, x, x2}, x]

−0.619048 + 1.3474 x− 0.0790043 x2

Rezolvaţi ecuaţiile normale găsite la punctul (2): fie calculând

soluţia x̄xx conform §10.3, fie aplicând comanda LeastSquares sis-

temului incompatibil obţinut la punctul (2) al acestui exerciţiu.
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Verificaţi coincidenţa rezultatelor găsite pe aceste căi diferite.

12. Pentru a calcula puterile unei matrice nediagonalizabile A, putem

utiliza alte forme similare cu A şi mai simple decât ea. Dintre acestea,

structura cea mai simplă o are forma Jordan JA a lui A. În “M”“M”“M”, ea se

obţine prin comanda JordanDecomposition[A].

Exemplu

Pentru

A =











1 1 −1

1 0 −1

1 1 −1











vectorii proprii sunt

Eigenvectors[A]

{{1, 0, 1}, {0, 0, 0}, {0, 0, 0}}

Aceasta ı̂nseamnă că matricea are un singur vector propriu şi anume,

(1, 0, 1).

Observaţie: Când o matrice n × n are mai puţin de n vectori proprii

liniar independenţi, ı̂n clasa ei de similaritate nu se găseşte nicio matrice

diagonală. Dar există ı̂ntotdeauna o matrice superior triunghiulară

având pe diagonală celule numite celule Jordan. Această matrice se

poate obţine prin comanda

JordanDecomposition[A][[2]]
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0 1 0

0 0 1

0 0 0











JA este aici ea ı̂nsăşi o celulă Jordan de ordinul al treilea, core-

spunzătoare unicei valori proprii λ = 0 a lui A. O notăm J3(0).

Deci JA = J3(0). Precizăm că numărul celulelor Jordan din JA este

ı̂ntotdeauna egal cu numărul vectorilor proprii liniar independenţi ai

lui A.

Comanda JordanDecomposition[A] mai produce şi un alt rezultat: o

matrice nesingulară

S = JordanDecomposition[A][[1]]











1 0 1

0 1 −1

1 0 0











care verifică relaţia S−1AS = JA, echivalentă cu A = SJAS−1.

(1) a) Calculaţi puterile succesive ale celulei J3(0) pentru n =

2, 3, . . . Apoi pe cele ale celului J3(λ) = λI3 + J3(0),

cunoscând faptul că, dacă matricele pătrate A şi B comută

(AB = BA), atunci formula binomului lui Newton

(A + B)n =
n∑

i=1

Ci
nAn−iBi
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este valabilă.

b) Utilizând rezultatul de mai sus şi formula A = SJAS−1,

determinaţi matricea An.

(2) Plecând de la aceste rezultate, putem trece la calculul matricei

eA = SeJAS−1. Mai ı̂ntâi, vom obţine formula de calcul pentru

exponenţiala celulei Jordan J3(λ).

a) Prin calcul direct rezultă că seria
∑∞

n=0(1/n!)(J3(0))n se re-

duce la primii trei termeni. Arătaţi că

eJ3(0) =











1 1 1
2

0 1 1

0 0 1











b) Pentru a trece la calculul matricei eJ3(λ), enunţăm fără

demonstraţie o proprietate deductibilă direct din definiţia

exponenţialei de matrice ca serie de puteri de matrice şi din

formula binomului newtonian pentru matrice comutative:

Proprietate: Dacă AB = BA, atunci eAeB = eA+B = eBeA.

Verificaţi ipoteza proprietăţii ı̂n cazul matricelor J3(0) şi λI3,

iar apoi deduceţi de aici că

eJ3(λ) = eλ











1 1 1
2

0 1 1

0 0 1
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c) Utilizând exemplul precedent, calculaţi exponenţialele

celulelor Jordan eJn(λ), pentru n = 4 ,̧ apoi pentru n număr

natural oarecare.

(3) În cazul general al unei matrice pătrate A, forma Jordan JA

poate avea pe diagonală celule Jordan de diverse dimensiuni core-

spunzătoare valorilor proprii ale lui A. Considerăm exemplul

teoretic al formei Jordan alcătuite din celulele J3(λ1), J1(λ2) şi

J2(λ2), ı̂n această ordine. În “M”“M”“M”, putem defini generic celula

Jk(λ) astfel:

J[k , λ ] :=

Table[Which[i == j, λ, i + 1 == j, 1, True, 0], {i, k}, {j, k}]

iar matricea din exemplu se poate construi cu “M”“M”“M”-comanda

ArrayFlatten astfel:

JA = ArrayFlatten[

{{J[3, λ1], 0, 0}, {0, J[1, λ2], 0}, {0, 0, J[2, λ2]}}];

a) Executând succesiv ı̂n “M”“M”“M” aceste comenzi, verificaţi faptul

că JA este matricea diagonal celulară considerată.

b) Calculaţi ı̂n “M”“M”“M” matricea Jk
A, pentru k număr natural oare-

care.

c) Calculaţi ı̂n “M”“M”“M” limita sumei matriceale

n∑

k=0

1

k!
Jk

A

pentru n → ∞.
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Soluţii

Exerciţiul 2.

Soluţie 1a)

Observaţie: Când sistemul liniar este dat prin matricea sa şi prin

coloana termenilor liberi, aici











2 4 −2

−1 2 2

1 6 0
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şi 









s

1

3s











putem obţine matricea extinsă utilizând “M”“M”“M”-comanda Join după cum

urmează:

A = Join





















2 4 −2

−1 2 2

1 6 0











,











s

1

3s











, 2











;

A//MatrixForm











2 4 −2 s

−1 2 2 1

1 6 0 3s











A1 = Opelem[A][1, 2][1]; A1//MatrixForm










2 4 −2 s

0 4 1 1 + s
2

1 6 0 3s
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A2 = Opelem[A1][1, 3][1]; A2//MatrixForm










2 4 −2 s

0 4 1 1 + s
2

0 4 1 5s
2











A3 = Opelem[A2][2, 3][2]; A3//MatrixForm










2 4 −2 s

0 4 1 1 + s
2

0 0 0 −1 + 2s











A3/.s →
1

2
//MatrixForm











2 4 −2 1
2

0 4 1 5
4

0 0 0 0











Substituţii regresive:

x2 = −
x3

4
+

5

16
, x1 =

3x3

2
−

3

8
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Soluţie 1b)

A = Join















A =















2 −3 1 3

−4 6 1 −5

6 −9 9 11

4 −6 −1 5















,















t

s − 2t

3(s + t)

s + 2t















, 2















;

A//MatrixForm















2 −3 1 3 t

−4 6 1 −5 s − 2t

6 −9 9 11 3(s + t)

4 −6 −1 5 s + 2t















A1 = Opelem[A][1, 2][1]//Simplify; A1//MatrixForm














2 −3 1 3 t

0 0 3 1 s

6 −9 9 11 3(s + t)

4 −6 −1 5 s + 2t















A2 = Opelem[A1][1, 3][1]//Simplify; A2//MatrixForm
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2 −3 1 3 t

0 0 3 1 s

0 0 6 2 3s

4 −6 −1 5 s + 2t















A3 = Opelem[A2][1, 4][1]//Simplify; A3//MatrixForm














2 −3 1 3 t

0 0 3 1 s

0 0 6 2 3s

0 0 −3 −1 s















A4 = Opelem[A3][2, 3][3]; A4//MatrixForm














2 −3 1 3 t

0 0 3 1 s

0 0 0 0 s

0 0 −3 −1 s















A5 = Opelem[A4][2, 4][3]; A5//MatrixForm
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2 −3 1 3 t

0 0 3 1 s

0 0 0 0 s

0 0 0 0 2s















(A5/.s → 0)//MatrixForm














2 −3 1 3 t

0 0 3 1 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0















Substituţii regresive:

x3 = −
x4

3
, x1 =

3x2

2
−

8x4

6
+

t

2

unde x2, x4, t ∈ R ca parametri.

Soluţie 2)

Considerăm sistemul echivalent cu cel dat şi având ca matrice extinsă-

forma redusă pe linii a matricei extinse pentru sistemul dat. Condiţia

problemei echivalează cu inexistenţa ı̂n acest sistem a relaţiilor de in-

compatibilitate de tipul celor ı̂ntâlnite ı̂n aplicaţia din §5.2 şi la primul

punct din acest exerciţiu. Sistemul echivalent poate fi atunci rezolvat

prin “substituţii regresive”.
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Exerciţiul 3.

A =











3 2 −1 1 3

6 4 0 1 9

−9 −6 13 −8 6











A1 = Opelem[A][1, 2][1]; A1//MatrixForm










3 2 −1 1 3

0 0 2 −1 3

−9 −6 13 −8 6











A2 = Opelem[A1][1, 3][1]; A2//MatrixForm










3 2 −1 1 3

0 0 2 −1 3

0 0 10 −5 15











A3 = Opelem[A2][2, 3][3]; A3//MatrixForm










3 2 −1 1 3

0 0 2 −1 3

0 0 0 0 0











RowReduce[A]//MatrixForm
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1 2/3 0 1/6 3/2

0 0 1 −1/2 3/2

0 0 0 0 0











Deci doi pivoţi ı̂n coloanele 1 şi 3.

Exerciţiul 4.

Soluţie 1)

Notăm cu B matricea A extinsă cu cele două coloane bbb şi ccc. După cum

am văzut mai sus, B se obţine prin “M”“M”“M”-comanda Join:

B = Join[A, b, c, 2]; B//MatrixForm











0 1 −2 1 2

3 2 1 1 −1

2 1 0 1 1











Putem scurta calculul utilizând “M”“M”“M”-comanda de reducere la forma

canonică pe linii a matricei B:

RowReduce[B]//MatrixForm











1 0 0 1
2

5
4

0 1 0 0 −3
2

0 0 1 −1
2

−7
4
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Obţinem astfel direct cele două coloane-soluţii pentru sistemele echiva-

lente cu Axxx = bbb şi Ayyy = ccc şi anume,

I3xxx =











1
2

0

−1
2











I3yyy =











5
4

−3
2

−7
4











Soluţie 2)

Repetăm cu fidelitate procedeul de la punctul 1, ı̂nlocuind coloanele bbb

şi ccc cu cele trei coloane ale matricei

I3 = IdentityMatrix[3];

B = Join[A, I3, 2]; B//MatrixForm











0 1 −2 1 0 0

3 2 1 0 1 0

2 1 0 0 0 1
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Apoi, tot ca la punctul 1, trecem la forma canonică pe linii a ma-

tricei B:

RowReduce[B]//MatrixForm











1 0 0 −1/4 −1/2 5/4

0 1 0 1/2 1 −3/2

0 0 1 −1/4 1/2 −3/4











şi pe ultimile trei poziţii citim coloanele inversei lui A.

Verificare:

Inverse[A]//MatrixForm











−1/4 −1/2 5/4

1/2 1 −3/2

−1/4 1/2 −3/4











Exerciţiul 5.

Justificare: Trebuie să coincida cu In deoarece, fiind nesingulară, ea

are pivot pe fiecare linie, deci, ca matrice pătrată, şi pe fiecare coloană;

iar pivoţii trebuie să fie 1, cu 0 ı̂n restul coloanei pe care se află.
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Exerciţiul 6.

A =











−2 1 2

2 1 −4

−2 1 1











A1 = Opelem[A][1, 2][1]; A1//MatrixForm










−2 1 2

0 2 −2

−2 1 1











A2 = Opelem[A1][1, 3][1]; A2//MatrixForm










−2 1 2

0 2 −2

0 0 −1











Deci det A = det A2 = (−2)2(−1) = 4.

Verificare:

Det[A] == 4

True
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Exerciţiul 8.

Soluţie 1a)

Notând B =











1 3

2 1

−1 2











trebuie arătat că Im(A) = Im(B). În acest

scop, se verifică dubla incluziune Im(A)
⇀
⊂ Im(B) şi Im(B)

⇀
⊂ Im(A)

folosind testul din §6.2. De exemplu,

SubspatiuQ





















1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1











,











1 3

2 1

−1 2





















True

Soluţie 1b)

Prin “M”“M”“M”-testul anterior se verifică dubla incluziune Im(AT )
⇀
⊂

Im(AT
1 ) şi Im(AT

1 )
⇀
⊂ Im(AT ):
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SubspatiuQ











Transpose





















1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1





















,

Transpose





















1 −2 3 −1 4

0 0 −5 5 −5

−1 2 2 −4 1































True

SubspatiuQ











Transpose





















1 −2 3 −1 4

0 0 −5 5 −5

−1 2 2 −4 1





















,

Transpose





















1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1































True

Observaţie: În acest stadiu, este bine ca cititorul să ı̂nlocuiască ı̂n

“M”“M”“M”-testele de mai sus oricare două dintre matricele A, A1, A2, A3,
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pentru a verifica cele trei egalităţi ı̂ntre subspaţiile de linii. În plus,

putem adăuga şi egalitatea cu subspaţiul liniilor formei canonice a lui

A:

A4 = RowReduce





















1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1





















; A4//MatrixForm











1 −2 0 2 1

0 0 1 −1 1

0 0 0 0 0











SubspatiuQ











Transpose





















1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1





















,

Transpose





















1 −2 0 2 1

0 0 1 −1 1

0 0 0 0 0































True
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SubspatiuQ











Transpose





















1 −2 0 2 1

0 0 1 −1 1

0 0 0 0 0





















,

Transpose





















1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1































True

Soluţie 2a)

Cel mai simplu mod de a face verificarea independenţei liniare este prin

testarea rangului matricei celor două coloane:

MatrixRank





















1 3

2 1

−1 2





















== 2

True

Întrucât am verificat la punctul (1a) că cele două coloane generează

subspaţiul Im(A), conform definiţiei bazei (vezi capitolul 7, definiţia

4) ele reprezintă o bază pentru Im(A).

Soluţie 2b)

Definiţie: Două sisteme de vectori din spaţiul V sunt echivalente dacă

generează acelaşi subspaţiu din V .
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Testarea echivalenţei se poate face ı̂ncercând exprimarea fiecăruia

din vectorii unui sistem drept combinaţii liniare de vectorii celuilalt

sistem şi reciproc. Notând sistemele (finite) de vectori cu (v1, . . . , vm)(v1, . . . , vm)(v1, . . . , vm),

respectiv (w1, . . . , wn)(w1, . . . , wn)(w1, . . . , wn), aceasta revine la existenţa relaţiilor

(v1, . . . , vmv1, . . . , vmv1, . . . , vm)T = S1(w1, . . . , wnw1, . . . , wnw1, . . . , wn)T

(w1, . . . , wnw1, . . . , wnw1, . . . , wn)T = S2(v1, . . . , vmv1, . . . , vmv1, . . . , vm)T ,

unde S1 şi S2 sunt matrice m × n, respectiv n × m. Bazele sunt sis-

teme echivalente de vectori liniar independenţi (̂ın acest caz rezultând

că m = n). Întrucât această testare se poate face, ı̂n cazul vectorilor-

coloană, cu instrucţiunea din §6.2 (consecinţa), alegerea unei baze al-

ternative pentru Im(A) se rezumă la testarea echivalenţei dintre sis-

temul coloanelor 1 şi 3 şi o altă pereche de coloane din A. De exemplu

coloanele 2 şi 4 (testaţi echivalenţa!).

Observaţie: Aplicând comanda DepLin construită ı̂n “M”“M”“M” (capitolul

7,observaţia 5), obţinem

DepLin











A =











1 −2 3 −1 4

2 −4 1 3 3

−1 2 2 −4 1





















Relaţiile de dependenţă liniară ı̂ntre liniile vi ale matricei sunt:

−v1 + v2 + v3−v1 + v2 + v3−v1 + v2 + v3 = 000.
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Relaţiile de dependenţă liniară ı̂ntre coloanele wi ale matricei sunt:

−w1 − w3 + w5−w1 − w3 + w5−w1 − w3 + w5 =000

−2w1 + w3 + w4−2w1 + w3 + w4−2w1 + w3 + w4 =000

2w1 + w22w1 + w22w1 + w2 =000

Astfel, din cele trei relaţii de dependenţă liniară ı̂ntre coloanele matricei

A putem extrage dubla exprimare ı̂ntre sistemele( w1, w3w1, w3w1, w3 ) şi (w2, w4w2, w4w2, w4):

exerciţiu! Ceea ce dovedeşte că perechea de vectori aleasă este bază

pentru Im(A).

Soluţie 2c)

Matricea S are drept coloane coeficienţii relaţiilor prin care vectorii

bazei nou alese se exprimă ı̂n baza iniţială. În cazul noii baze (a2, a4a2, a4a2, a4),

rezultă

S =







−2 2

0 −1







Exerciţiul 9.

Soluţie 1)

Un program pentru testarea propusă poate fi următorul:

n = 1; While[n ≤ 10, A = Table[RandomInteger[{0, 1}], {i, 3}, {j, 4}];

Print[”A = ”, A//MatrixForm, ” Baza in Im(A) = ”,

Nest[ComplementOrtogonal, A, 2]//MatrixForm]; n + +]

Soluţie 2)

Întrucât [A|B] se obţine prin comanda Join[A, B, 2] (vezi §6.3), de-

terminarea bazei ı̂n sumă se face - conform punctului (1) din acest
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exercitiu - prin comanda

Nest[ComplementOrtogonal, Join[A, B, 2], 2]

iar testarea cerută se poate realiza, de exemplu, prin programul

For[n = 3, n ≤ 4, n + +,

For[p = 2, p ≤ 3, p + +,

For[q = 2, q ≤ 3, q + +, A = Table[RandomInteger[{0, 1}], {i, n}, {j, p}];

B = Table[RandomInteger[{0, 1}], {i, n}, {j, q}];

Print[”A = ”, A//MatrixForm, ” B = ”, B//MatrixForm,

” Baza in suma = ”,

Nest[ComplementOrtogonal, Join[A, B, 2], 2]]]//MatrixForm]]

Soluţie 3)

Involutivitatea complementării ortogonale permite rescrierea formulei

menţionate sub forma

(
V ⊥ + W⊥

)⊥
= V ∩ W.

O bază ı̂n intersecţia Im(A)∩Im(B) va putea fi construită drept bază ı̂n

complementul ortogonal al unei sume: Im(A)⊥ + Im(B)⊥. Rezultatul

acestui raţionament este comanda

Intersectia[A , B ] :=

ComplementOrtogonal[

Suma[ComplementOrtogonal[A], ComplementOrtogonal[B]]]

ı̂n care

Suma[A , B ] := ComplementOrtogonal[

ComplementOrtogonal[Join[A, B, 2]]]

Lăsăm cititorului plăcerea de a combina aceste două comenzi cu

miniprogramul de testare utilizat la punctul (2), pentru a verifica legea
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dimensiunilor:

dim V + dim W = dim(V + W ) + dim(V ∩ W ).

Exerciţiul 10.

Soluţie 1)

O bază ı̂n Im(A) se obţine aplicând matricei A comanda Baza[A],

conform exerciţiului 9, punctul (1). Ortonormarea sistemului de

vectori-coloană astfel obţinut se realizează aplicând “M”“M”“M”-comanda

Orthogonalize matricei transpuse:

Transpose[Baza[A]]

Pentru a reveni la vectori-coloană, subrutina completă va fi:

Transpose[Orthogonalize[Transpose[Baza[A]]]]

Soluţie 2)

a) Aplicând această subrutină matricei A date obţinem baza orto-

normată:

U = Transpose[Orthogonalize[Transpose[Baza[A]]]]

{{

−
1
√
3
,

2
√
15

}

,

{

0,

√
3

5

}

,

{
1
√
3
,

1
√
15

}

,

{
1
√
3
,

1
√
15

}}

P = U.Transpose[U]
{{

3

5
,
2

5
,−

1

5
,−

1

5

}

,

{
2

5
,
3

5
,
1

5
,
1

5

}

,

{

−
1

5
,
1

5
,
2

5
,
2

5

}

,

{

−
1

5
,
1

5
,
2

5
,
2

5

}}
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b) Egalitatea UUT =
∑r

i=1 uuuiuuu
T
i este o consecinţă a regulii de ı̂nmulţire

a matricelor (vezi şi exerciţiul 7, punctul 3.b) şi poate fi verifi-

cată cu următorul program având ca date de intrare dimensiunile

Dimensions[A] = {m, n} ale matricei testate:

A = Table[RandomInteger[{−3, 3}], {i, m}, {j, n}];

(*matrice de test cu numere intregi aleatoare in intervalul {-3,3}*)

A.Transpose[A] == Sum[Transpose[{A[[All, i]]}].{A[[All, i]]},

{i, Dimensions[A][[2]]}]

(*testul propriu-zis*)

Verificarea pentru P = UUT a celor două proprietăţi ale matricelor de

proiecţie:

P T =
(
UUT

)T
= UTT UT = UUT = P

P 2 = P

Demonstraţia proprietăţii de idempotenţă se bazează pe ortonormarea

coloanelor lui U , din care rezultă

UT U = I

(demonstraţi aceasta!).

Exerciţiul 11.

Soluţie 1)

Înlocuind soluţia x̄xx = {m̄, n̄} ı̂n sistemul ecuaţiilor normale, obţinem

m̄

p∑

i=1

x2
i + n̄

p∑

i=1

xi −
p∑

i=1

xiyi =0

m̄

p∑

i=1

xi + n̄p − n̄

p∑

i=1

yi =0.
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Expresiile căutate rezultă prin rearanjarea factorilor comuni sub o sin-

gură sumă.

Soluţie 2)

Formele matricei şi termenului liber sunt

AT A =











∑p
i=1 x4

i

∑p
i=1 x3

i

∑p
i=1 x2

i

∑p
i=1 x3

i

∑p
i=1 x2

i

∑p
i=1 xi

∑p
i=1 x2

i

∑p
i=1 xi p











ATbbb =











∑p
i=1 x2

i yi

∑p
i=1 xiyi

∑p
i=1 yi











Prin ı̂nlocuirea valorilor p = 5 şi {xi, yi}, i = 1, . . . , 5, găsim

AT A = {{3299, 541, 95}, {541, 95, 19}, {95, 19, 5}}

ATbbb = {{409.5}, {73.5}, {15.}}

Soluţie 3)

Rezolvând ecuaţiile normale, obţinem

x̄ = LinearSolve[{{3299, 541, 95}, {541, 95, 19}, {95, 19, 5}},

{{409.5}, {73.5}, {15.}}]

{{−0.0790043}, {1.3474}, {−0.619048}}

Pe de altă parte, matricea A a sistemului (incompatibil) Axxx = bbb va
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avea forma

A = Table[{x2i, xi, 1}, {i, 5}]

ı̂n care, ı̂nlocuind valorile absciselor celor cinci puncte, obţinem

A/.{x1 → 1, x2 → 2, x3 → 4, x4 → 5, x5 → 7}

{{1, 1, 1}, {4, 2, 1}, {16, 4, 1}, {25, 5, 1}, {49, 7, 1}}

LeastSquares[{{1, 1, 1}, {4, 2, 1}, {16, 4, 1}, {25, 5, 1},

{49, 7, 1}}, {0.5, 2, 3.5, 4, 5}]

{−0.0790043, 1.3474,−0.619048}

Exerciţiul 12.

Soluţie 1)

Pentru n > 0, J3(0)
n = 000.

Prin inducţie, sau prin aplicarea formulei binomului, deoarece λI3 şi

J3(0) comută, rezultă:

J3(λ)n =











λn nλn−1 n(n−1)
2

λn−2

0 λn nλn−1

0 0 λn











.

Observaţie:Observaţie:Observaţie: Această formulă se poate generaliza (de exemplu cu for-

mula binomului) pentru calculul puterii n ı̂n cazul oricărei celule

Jordan Jk(λ). Ea va avea λn pe diagonală, iar pe supradiagonale,
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j = 1, 2, . . . , k − 1, elementul Cj
n λn−j(pentru j < n).

Soluţie 2)

a) Aşadar, scriind exponenţiala eJ3(0)ca serie de puteri de matrice (vezi

§11.3, pctul 2 ), obţinem

eJ3(0) = I3 + J3(0) +
1

2
J3(0)2 =











1 1 1
2

0 1 1

0 0 1











b) În vitutea proprietăţii enunţate, pentru orice λ

eJ3(λ) = eλI3+J3(0) =

eλI3eJ3(0) = eλI3











1 1 1
2

0 1 1

0 0 1











c) Pentru J4(0) vom avea

eJ4(0) = I4 + J4(0) +
1

2
J4(0)2 +

1

6
J4(0)3 =















1 1 1/2 1/6

0 1 1 1/2

0 0 1 1

0 0 0 1
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şi

eJn(0) = In + Jn(0) +
1

2
Jn(0)2 +

1

6
Jn(0)3 + . . . +

1

(n − 1)!
Jn(0)n−1

respectiv

eJn(λ) = eλeJn(0)

Soluţie 3)

a) Aplicând succesiv cele două comenzi, obţinem

JA//MatrixForm























λ1 1 0 0 0 0

0 λ1 1 0 0 0

0 0 λ1 0 0 0

0 0 0 λ2 0 0

0 0 0 0 λ2 1

0 0 0 0 0 λ2























b)

MatrixPower[JA, k]//MatrixForm
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λk
1 kλ−1+k

1
1
2
(−1 + k)kλ−2+k

1 0 0 0

0 λk
1 kλ−1+k

1 0 0 0

0 0 λk
1 0 0 0

0 0 0 λk
2 0 0

0 0 0 0 λk
2 kλ−1+k

2

0 0 0 0 0 λk
2























c)

Limit[Sum[
1

n!
MatrixPower[JA, k], {n, 0, n}], n → ∞]//

FullSimplify//MatrixForm























eλ1 eλ1 eλ1/2 0 0 0

0 eλ1 eλ1 0 0 0

0 0 eλ1 0 0 0

0 0 0 eλ2 0 0

0 0 0 0 eλ2 eλ2

0 0 0 0 0 eλ2























Observaţie:Observaţie:Observaţie: "MMM"-comanda MatrixExp[A] produce acelaşi rezultat ca şi
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calculul precedent:

MatrixExp[A]//MatrixForm























eλ1 eλ1 eλ1/2 0 0 0

0 eλ1 eλ1 0 0 0

0 0 eλ1 0 0 0

0 0 0 eλ2 0 0

0 0 0 0 eλ2 eλ2

0 0 0 0 0 eλ2
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Partea III

ECUAŢII DIFERENŢIALE

257





Scopul acestei secţiuni este de a prezenta exemple de rezolvare a

ecuaţiilor diferenţiale cu ajutorul softului Mathematica. Majoritatea

exemplelor prezentate au fost studiate ı̂n cadrul cursului de ecuaţii

diferenţiale.

Vor fi tratate următoarele probleme:

- rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale de ordin ı̂ntâi cu ajutorul comen-

zii DSolve,

- rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale scriind comenzile corespun-

zătoare parcurgerii etapelor caracteristice tipului de ecuaţie

diferenţială considerată care să conducă la găsirea soluţiei aces-

teia,

- determinarea traiectoriilor ortogonale,

- rezolvarea unor ecuaţii diferenţiale liniare de ordin superior cu

coeficienţi constanţi,

- rezolvarea unor sisteme diferenţiale liniare de ordin ı̂ntâi cu

coeficienţi constanţi,

- desenarea traiectoriilor şi a sensului de parcurs pe acestea ı̂n

vecinătatea punctelor de echilibru ı̂n cazul sistemelor diferenţiale

liniare de ordin ı̂ntâi, cu două necunoscute,

- prezentarea unor exemple de utilizare a transformatei Laplace.
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14

Ecuaţii diferenţiale integrabile prin cuadraturi

14.1 Ecuaţii diferenţiale cu variabile separabile

Forma generală a unei ecuaţii diferenţiale de ordin ı̂ntâi cu variabile

separabile este

x′(t) = f(t)g(x(t)) (14.1.1)

unde I, J ⊂R; f : I→ R, g : J→ R sunt două funcţii date continue

cu g(y) 6= 0, ∀y ∈ J, x : I → J, x funcţia necunoscută, derivabilă cu

derivata continuă.

Exemplul 14.1.1 Se consideră ecuaţia diferenţială cu variabile sepa-

rabile:

x′(t) = t2x2(t)
1+t2

, t 6= 0, x 6= 0.

Să se rezolve cu ajutorul Mathematicii.

Folosim comanda DSolve.
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eq1 = x′[t] == ((t∧2x[t]∧2)/(1 + t∧2))

sol1 = DSolve[eq1, x[t], t]

x′[t] == t2x[t]2

1+t2{{
x[t] → 1

−t+ArcTan[t]−C[1]

}}

Observăm din analiza exemplului de mai sus că structura comenzii

DSolve este următoarea:

- primul argument al comenzii este ecuaţia sau, ı̂n cazul dat, ecuaţia

definită anterior prin eq1 sub formă normală, x′(t) = f(t, x(t)),

-al doilea argument este funcţia necunoscută x(t),

-al treilea argument este variabila independentă t.

Soluţia am obţinut-o sub formă explicită. Dacă rezolvăm o ecuaţie

cu condiţie iniţială, precizăm condiţia ı̂n comanda DSolve, ı̂n acoladă

alături de ecuaţie şi obţinem soluţia unică a problemei Cauchy.

sol11 = DSolve[{eq1, x[0.5] == 1}, x[t], t]
{{

x[t] → 1
1−t+ArcTan[t]

}}

Graficul soluţiei obţinută sub formă explicită ı̂l trasăm cu ajutorul

comenzii Plot. Comanda conţine funcţia, intervalul ı̂n care variază

necunoscuta şi, opţional, PlotRange care oferă specificaţii asupra in-

tervalului ı̂n care variază coordonatele din grafic. În continuare de-

senăm graficul soluţiei determinate, expresia ei găsindu-se ı̂n locaţia

sol11[[1,1,2]] din tabelul de date de ieşire.

sol11[[1, 1, 2]]

1
1.03635−1.t+ArcTan[t]

gg1 = Plot[sol11[[1, 1, 2]], {t, 0.5, 5}, PlotStyle → RGBColor[0, 1, 0]]

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 262 – Matematică prin MATHEMATICA
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2 3 4 5

6

4

2

2

4

6

Schimbând condiţia iniţială, obţinem o altă soluţie a cărei grafic

este desenat mai jos.

sol12 = DSolve[{eq1, x[0.5] == 4}, x[t], t]
{{

x[t] → 1
0.286352−1.t+ArcTan[t]

}}

sol12[[1, 1, 2]]

1
0.286352−1.t+ArcTan[t]

gg2 = Plot[sol12[[1, 1, 2]], {t, 0.5, 4}]

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

10

5

5

10

Show[gg1, gg2]

Desenăm ambele grafice pe acelaşi sistem de coordonate, aceasta
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realizându-se cu ajutorul comenzii Show:

2 3 4 5

6

4

2

2

4

6

În continuare prezentăm şi modul de rezolvare a aceleiaşi ecuaţii

diferenţiale cu variabile separabile urmând paşii de rezolvare studiaţi

la cursul de ecuaţii diferenţiale:

-separăm variabilele,

mems1[x ] = 1/x∧2

memd1[t ] = t∧2/(t∧2 + 1)

1
x2

t2

1+t2

-integrăm fiecare membru,

p1 = Integrate[mems1[x], x]

p2 = Integrate[memd1[t], t]

− 1
x

t − ArcTan[t]

-scriem soluţia generală,

sol3 = p1 − p2 == C
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−t − 1
x

+ ArcTan[t] == C

Obţinem soluţia sub formă explicită astfel:

Solve[p1 − p2 == C, x]
{{

x → 1
−C−t+ArcTan[t]

}}

Desenăm graficul soluţiei obţinută sub formă implicită cu ajutorul

comenzii ContourPlot. Observăm că graficul soluţiei scrisă sub forma

−t− 1
x
+ArcTan[t] == C pentru diferite valori ale lui C este acelaşi cu

graficul curbelor de nivel ale suprafeţei −t− 1
x
+ArcTan[t], grafic care se

trasează cu ajutorul comenzii ContourPlot. Valorile lui C pentru care

sunt trasate graficele sunt specificate ı̂n tabelul etichetat cval precizat

ı̂n opţiunea Contours − > cval din ContourPlot.

sol31 = p1 − p2;

cval = Table[C, {C,−4., 2., 0.5}]

{−4.,−3.5,−3.,−2.5,−2.,−1.5,−1.,−0.5, 0., 0.5, 1., 1.5, 2.}

ContourPlot[sol31, {t, 0.5, 5}, {x, 1, 7}, Contours → cval,

ContourShading → None]

1 2 3 4 5
1

2

3

4

5

6

7
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14.2 Ecuaţii diferenţiale omogene

Forma generală a unei ecuaţii diferenţiale de ordin ı̂ntâi omogenă este

x′(t) = f

(
x(t)

t

)

(14.2.2)

unde f este o funcţie continuă şi omogenă de grad zero.

Alte forme ale ecuaţiei omogene sunt

x′(t) =
P (t, x)

Q(t, x)
, (14.2.3)

unde D este o mulţime nevidă şi deschisă din R2 şi P , Q :D → R două

funcţii continue pe D, cu Q(t, x) 6= 0 pe D, omogene, având acelaşi

grad de omogeneitate ı̂n sens Euler, sau

P (t, x)dt − Q(t, x)dx = 0. (14.2.4)

Rezolvarea ecuaţiei diferenţiale de ordin ı̂ntâi omogenă se face

efectuând schimbarea de funcţie

x(t) = tu(t) (14.2.5)

şi se ajunge la o ecuaţie cu variabile separabile.

Exemplul 14.2.1 Să se determine soluţia generală a ecuaţiei

diferenţiale

x′(t) = x(t)
t

+ tgx(t)
t

, t 6= 0, x(t) 6= k π
2
t, k ∈ N.

Clear[x, t]

eq4 = x′[t] == x[t]/t + Tan[x[t]/t]
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sol4 = DSolve[eq4, x[t], t]

x′[t] == Tan
[

x[t]
t

]
+ x[t]

t

{{x[t] → tArcSin[eC[1]t]}}

Exemplul 14.2.2 Să se determine soluţia generală a ecuaţiei

diferenţiale:

x′(t) =
x(t)

t
− e

x(t)

t , t 6= 0, k ∈ N.

Să se traseze graficul soluţiei care satisface condiţia iniţială x(1) = 1.

Determinăm soluţia generală: definim ecuaţia eq5 şi utilizăm

DSolve.

eq5 = x′[t] == x[t]/t− Exp[x[t]/t]

sol5 = DSolve[eq5, x[t], t]

{{x[t] → −tLog[−C[1] + Log[t]]}}

Impunem condiţia iniţială x(1) = 1 şi determinăm soluţia particu-

lară.

sol5 = DSolve[{eq5, x[1] == 1}, x[t], t]
{{

x[t] → −tLog
[

1
e

+ Log[t]
]}}

Observăm că soluţia este definită pentru t > 0.

Trasăm graficul soluţiei generale pentru diferite valori ale constan-

tei. Pentru aceasta punem ı̂n evidenţă constanta C[1] din soluţia gene-

rală. Formăm un tablou cu soluţiile obţinute pentru diferite valori ale

constantei şi astfel putem utiliza comanda ContourPlot.

sol = Log[t] − Exp[−x/t]
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−tLog
[

1
e

+ Log[t]
]

sol51 = sol5[[1, 1, 2]] − x

−e−
x
t + Log[t]

cval1 = Table[C, {C,−5., 4., 0.5}];

ContourPlot[sol, {t,−2, 10}, {x,−1, 5}, Contours → cval1,

ContourShading → False]

2 0 2 4 6 8 10
1

0

1

2

3

4

5

Exemplul 14.2.3 Să se determine soluţia generală a ecuaţiei

diferenţiale omogene

x′(t) =
x2(t)

x2(t) + tx(t)
, x2 + tx 6= 0.

eq6 = x′[t] == x[t]∧2/(tx[t] + x[t]∧2);

DSolve[eq6, x[t], t]{{

x[t] → t

ProductLog[e−C[1]t]

}}

Folosind comanda DSolve, soluţia obţinută nu are o formă elegantă,

ceea ce ne sugerează ideea de a urma paşii de rezolvare a ecuaţiei omo-
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gene:

-definim cele două funcţii ale căror omogeneitate trebuie verificată,

mem1[t , x ] = x∧2

mem2[t , x ] = −x∧2− xt

x2

−tx − x2

-verificăm dacă funcţiile sunt omogene de grad 1:

mem1[at, a x] == amem1[t, x]

mem2[at, a x] == Expand[amem2[t, x]]

a2x2 == ax2

−a2tx − a2x2 == −atx − ax2

Observăm că cele două funcţii nu sunt omogene de grad unu.

Testăm dacă sunt omogene de grad doi.

mem1[at, a x] == a∧2mem1[t, x]

mem2[at, a x] == Expand[a∧2mem2[t, x]]

True

True

Cele două funcţii sunt omogene de grad doi.

-scriem ecuaţia diferenţială sub forma (14.2.4) unde simbolul Dt[t]

corespunde lui dt şi Dt[x] corespunde lui dx,

eta1 = mem1[t, x]Dt[t] + mem2[t, x]Dt[x]

x2Dt[t] + (−tx − x2) Dt[x]

-facem schimbarea de funcţie x(t) = tu(t).
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Clear[x,t,u]

x = tu

tu

Facem observaţia că pentru buna desfăşurare a programului trebuie

şterse valorile anterioare ale funcţiilor sau variabilelor, fapt realizat

prin comanda Clear. De aceea recomandăm utilizarea comenzii, ı̂n

special ı̂naintea unor schimbări de variabile, pentru a evita obţinerea

unor rezultate eronate, dar şi ı̂naintea ı̂nceperii unor aplicaţii noi care

utilizează aceleaşi variabile.

eta2 = eta1//ExpandAll

−t2u3Dt[t] − t3uDt[u] − t3u2Dt[u]

-grupăm termenii relaţiei anterioare după Dt[t] şi Dt[x] cu ajutorul

comenzii Collect şi transformăm ecuaţia ı̂ntr-o ecuaţie cu variabile se-

parabile. Pentru a rezolva ecuaţia o ı̂mpărţim prin t3u3, elemente care

se află ı̂n locaţiile tabelului de ieşire eta3 şi anume ı̂n eta3[[2,1]] şi

eta3[[1,3]]

eta3 = Collect[eta2, {t, Dt[t], Dt[u]}]

−t2u3Dt[t] + t3 (−u − u2) Dt[u]

-integrăm ecuaţia cu variabile separabile. Pentru aceasta utilizăm

comanda Apart care descompune o funcţie raţională ı̂n fracţii simple,

iar comanda Cancel simplifică factorii comuni din fracţii.

eta4 = Cancel[Apart[eta3/(eta3[[2, 1]]eta3[[1, 3]])]]

−Dt[t]
t

− (1+u)Dt[u]
u2

eta4[[1, 1]]
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eta4[[1, 2]]

−1

1
t

term1 = Integrate[eta4[[1, 1]]eta4[[1, 2]], t]

−Log[t]

eta4[[2, 1]]

eta4[[2, 2]]

eta4[[2, 3]]

−1

1
u2

1 + u

term2 = Integrate[eta4[[2, 1]]eta4[[2, 2]]eta4[[2, 3]], u]

1
u
− Log[u]

Revenim cu schimbarea de variabilă u = x
t

pentru a obţine soluţia

generală a ecuaţiei iniţiale.

Clear[u, x, t]

u = x/t

x
t

term1 == −term2 + C

−Log[t] == C − t
x

+ Log
[

x
t

]

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 271 – Matematică prin MATHEMATICA
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14.3 Ecuaţii cu diferenţială totală exactă

Fie D o mulţime nevidă şi deschisă din R2 şi P , Q :D → R două funcţii

de clasă C1 pe D, cu Q(t, x) 6= 0 pe D. O ecuaţie de forma

P (t, x(t))dt + Q(t, x(t))dx(t) = 0. (14.3.6)

se numeşte ecuaţie cu diferenţială totală exactă dacă membrul ı̂ntâi

este diferenţiala unei funcţii F, adică satisface condiţia

∂Q

∂t
(t, x) =

∂P

∂t
(t, x), (t, x) ∈ D. (14.3.7)

Soluţia generală este definită implicit de F (t, x(t)) = C.

Exemplul 14.3.1 Să se determine soluţia generală a ecuaţiei

diferenţiale

(et+x(t)+sin x(t))dt+(ex(t)+t+t cos x(t))dx(t) = 0, ex+t+t cos x 6=
0.

Definim ecuaţia şi utilizăm comanda DSolve.

ec7 = −(Exp[t] + x[t] + Sin[x[t]])/(Exp[x[t]] + t + tCos[x[t]]);

DSolve[ec7, x[t], t]

DSolve
[
−et−Sin[x[t]]−x[t]

ex[t]+t+tCos[x[t]]
, x[t], t

]

Se observă că aplicarea comenzii DSolve nu a avut succes, a fost re-

scrisă ecuaţia. Pentru a o rezolva urmărim paşii corespunzători acestui

tip de ecuaţie.

-definim cei doi membrii ai ecuaţiei şi verificăm condiţia (14.3.7).

p[t , x ] = Exp[t] + x + Sin[x]

q[t , x ] = Exp[x] + t + tCos[x]
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et + x + Sin[x]

ex + t + tCos[x]

D[p[t, x], x] == D[q[t, x], t]

True

-integrăm unul din cei doi membrii, de obicei cel a cărui integrală

se poate calcula mai uşor,

et1 = Integrate[p[t, x], t]

et + tx + tSin[x]

-adunăm o funcţie care depinde numai de x, funcţia g(x), deoarece

integrarea s-a făcut ı̂n raport cu variabila t. Determinăm funcţia g.

Pentru aceasta derivăm ı̂n raport cu x, egalăm cu celălalt membru al

ecuaţiei, obţinem valoarea lui g′ şi integrăm expresia obţinută

et2 = D[et1 + g[x], x]

t + tCos[x] + g′[x]

et3 = Solve[et2 == q[t, x], g′[x]]

{{g′[x] → ex}}

et4 = Integrate[g′[x]/.et3[[1]], x]

ex

-scriem soluţia generală,

solgen = et1 + et4 == C

et + ex + tx + tSin[x] == C

solgen[[1]]

et + ex + tx + tSin[x]
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Observăm că ı̂n acest caz, curbele de nivel ale funcţiei et + ex +

tx + sin x corespund cu graficele soluţiei et + ex + tx + sin(x) = C

pentru diferite valori ale lui C. Rezultă că putem utiliza comanda

ContourPlot pentru a trasa graficele. Construim tabelul cval2 utilizat

ı̂n ContourPlot.

cval2 = Table[C, {C,−5., 4., 0.5}];

ContourPlot[solgen[[1]], {t,−2, 2}, {x,−Pi/2, Pi/2}, Contours → cval2,

ContourShading → None]
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14.4 Ecuaţia diferenţială de ordin ı̂ntâi liniară

O ecuaţie diferenţială de ordin ı̂ntâi liniară este o ecuaţie de forma

x′(t) = a(t)x(t) + b(t) (14.4.8)

unde a, b : I→ R sunt funcţii continue pe I. Dacă b ≡ 0 pe I ecuaţia

se numeşte liniară şi omogenă, iar ı̂n caz contrar liniară şi neomogenă.

Soluţia generală a ecuaţiei (14.4.8), ı̂n condiţiile ı̂n care a, b : I→ R
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sunt funcţii continue pe I, este de forma:

x(t, C) = e
∫

a(t)dt

(

C +

∫
b(t)e−

∫
a(t)dtdt

)

(14.4.9)

Exemplul 14.4.1 Să se determine soluţia generală a ecuaţiei

diferenţiale:

x′(t) = x(t)ctgt + 2t sin t

şi să se traseze graficele pentru diferite valori ale constantei.

Determinăm soluţia generală cu ajutorul comenzii DSolve.

Clear[x, t, u]

ec8 = x′[t] == x[t]Cot[t] + 2tSin[t];

sol8 = DSolve[ec8, x[t], t]

{{x[t] → t2Sin[t] + C[1]Sin[t]}}

sol8[[1, 1, 2]]

t2Sin[t] + C[1]Sin[t]

Pentru a trasa graficele prntru diferite valori ale constantei definim

soluţia ca o funcţie de C .

y[C ] = t2Sin[t] + CSin[t]

CSin[t] + t2Sin[t]

Se face un tabel cu soluţiile ecuaţiei diferenţiale pentru diferite va-

lori ale constantei C. În acest caz constanta C ia valori ı̂ntre -5 şi 5, cu

pasul 1.

solg = Table[y[C], {C,−5, 5, 1}];

Plot[Evaluate[solg], {t,−Pi, 2Pi}, AxesOrigin → {0, 0}]
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14.5 Ecuaţii diferenţiale care admit factor inte-

grant

În general dacă condiţia (14.3.7) nu este satisfăcută, ecuaţia (14.3.6)

poate fi redusă, ı̂n anumite cazuri, la o ecuaţie cu diferenţială exactă.

O metodă de reducere a ecuaţiei (14.3.6) la o ecuaţie cu diferenţială

totală exactă este metoda factorului integrant.

Dacă ecuaţia (14.3.6) nu este cu diferenţială totală exactă, se caută

o funcţie μ : D ⊂R2 → R, de clasă C1 cu μ(t, x) 6= 0, ∀(t, x) ∈ D,

numită factor integrant, astfel ı̂ncât ecuaţia

μ(t, x)P (t, x)dt + μ(t, x)Q(t, x)dx = 0

să devină o ecuaţie cu diferenţială totală exactă.

Pentru a determina un factor integrant calculăm expresia

1

Q(t, x)

(
∂P

∂x
(t, x) −

∂Q

∂t
(t, x)

)

. (14.5.10)

Dacă expresia obţinută este numai funcţie de t, o notăm cu f(t). În

acest caz putem determina un factor integrant μ ca funcţie numai de

variabila t. El este soluţie a ecuaţiei diferenţiale μ′(t) = f(t)μ(t). Dacă

(14.5.10) nu este numai funcţie de t, ı̂ncercăm cea de a doua variantă.
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Calculăm expresia

1

P (t, x)

(
∂Q

∂t
(t, x) −

∂P

∂x
(t, x)

)

(14.5.11)

Dacă expresia obţinută este numai funcţie de x, o notăm cu g(x).

În acest caz putem determina un factor integrant μ ca funcţie numai

de variabila x. El este soluţie a ecuaţiei diferenţiale μ′(x) = k(x)μ(x).

Nu luăm ı̂n considerare alte situaţii.

Exemplul 14.5.1 Să se determine soluţia generală a ecuaţiei

(x(t) + ln t) dt− tdx(t) = 0, t > 0.

Dacă scriem ecuaţia de forma

x′(t) =
x(t) + ln t

t
ecuaţia poate fi privită ca o ecuaţie de ordin ı̂ntâi liniară şi se rezolvă

ı̂n cele ce urmează.

ec10 = x′[t] == (x[t] + Log[t])/t

DSolve[ec10, x[t], t]

x′[t] == Log[t]+x[t]
t{{

x[t] → tC[1] + t
(
−1

t
− Log[t]

t

)}}

Aceeaşi ecuaţie poate fi privită şi ca o ecuaţie diferenţială de forma

(14.3.6). Se pun ı̂n evidenţă cei doi membrii şi se verifică condiţia

(14.3.7).

ms[t , x ] = x + Log[t]

md[t , x ] = −t

x + Log[t]

−t
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D[ms[t, x], x] == D[md[t, x], t]

False

Nu este o ecuaţie cu diferenţială totală exactă. Se ı̂ncearcă deter-

minarea unui factor integrant de forma(14.5.10)

ff[t ] = (D[ms[t, x], x] − D[md[t, x], t])/md[t, x]

−2
t

Expresia calculată este numai funcţie de t. Determinăm factorul

integrant.

DSolve[{mi′[t] == mi[t]ff[t], mi[1] == 1}, mi[t], t]
{{

mi[t] → 1
t2

}}

miu[t ]:=1/t∧2

msfc[t , x ] = (x + Log[t])miu[t]

mdfc[t , x ] = −tmiu[t]

x+Log[t]
t2

−1
t

D[msfc[t, x], x] == D[mdfc[t, x], t]

True

Ecuaţia astfel obţinută este o ecuaţie cu diferenţială exactă. Urmăm

aceeaşi paşi ca la ecuaţia cu diferenţială exactă.

et10 = Integrate[msfc[t, x], t]

−1
t
− x

t
− Log[t]

t

et20 = D[et10 + g[x], x]
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−1
t
+ g′[x]

et30 = Solve[et20 == mdfc[t, x], g′[x]]

{{g′[x] → 0}}

et40 = Integrate[g′[x]/.et30[[1]], x]

0

solgen = et10 + et40 == C

−1
t
− x

t
− Log[t]

t
== C

cval4 = Table[C, {C,−5., 4., 0.5}];

ContourPlot[et10 + et40, {t, 0.1, 3}, {x,−3, 3}, Contours → cval4]
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14.6 Traiectorii ortogonale

Reamintim că două drepte, d1 ş d2 care au pantele m1 ş m2 sunt per-

pendiculare (ortogonale) dacă pantele lor satisfac relaţia m1 = −
1

m2

.

Analog, două curbe C1 şi C2 sunt ortogonale ı̂ntr-un punct dacă tan-

gentele lor ı̂n punctul respectiv sunt perpendiculare.

Punem problema de a determina traiectorii ı̂n plan ortogonale pe

curbe date.
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Exemplul 14.6.1 Să se determine traiectoriile ortogonale familiei de

curbe

x2 − y2 = C.

Urmărim următorele etape:

-determinăm ecuaţia diferenţială satisfăcută de familia de curbe

dată,

Clear[x, t, y, u]

sol1 = Solve[D[x∧2− y[x]∧2 == C, x], y′[x]]
{{

y′[x] → x
y[x]

}}

-determinăm ecuaţia diferenţială satisfăcută de familia de traiectorii

ortogonale, y′(x) = x/y(x),

sol1[[1, 1, 2]]

x
y[x]

ort2 = −1/sol1[[1, 1, 2]]

x
y[x]

-rezolvăm ecuaţia diferenţială cu variabile separabile determinată,

y′(x) = x/y(x),

dd1 = DSolve[y′[x] == ort2, y[x], x]
{{

y[x] → C[1]
x

}}

Familia de traiectorii ortogonale pe x2 − y2 = C este xy = C1.

Trasăm graficele pe acelaşi sistem de axe de coordonate.

cval51 = Table[c, {c,−5., 4., 1}];

d1 = ContourPlot[yx, {x,−6, 6}, {y,−4, 4}, ContourShading → False,
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Contours → cval51];

d2 = ContourPlot[x∧2− y∧2, {x,−6, 6}, {y,−4, 4},

ContourShading → False,

Contours → cval51];

Show[d1, d2]
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Exemplul 14.6.2 Să se determine traiectoriile ortogonale curbei x2−
4xy(x) + y2(x) = C.

Urmărim etapele din exemplul anterior.

Clear[x, t, y, u]

sol11 = Solve[D[x∧2− 4x y[x] + y[x]∧2==C, x], y′[x]]
{{

y′[x] → x−2y[x]
2x−y[x]

}}

sol11[[1, 1, 2]]

x−2y[x]
2x−y[x]
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ort21 = −1/sol11[[1, 1, 2]]

−2x−y[x]
x−2y[x]

y′[x] == ort21

y′[x] == −2x−y[x]
x−2y[x]

Ecuaţia diferenţială obţinută, o ecuaţie omogenă, nu poate fi rezol-

vată cu ajutorul comenzii DSolve. Ecuaţia diferenţială obţinută este

y′(x) =
y(x) − 2x

x − 2y(x)
.

Se urmăresc paşii de rezolvare a acestui tip de ecuaţie, prezentaţi

anterior: se face schimbarea de variabilă u(x) =
y(x)

x
, se obţine o

ecuaţie cu variabile separabile,
1 − 2u

2(u2 − 1)
du =

dx

x
,

se integrează,

− ln(1 − u) − 3/4 ln(1 + u) = ln x + ln C

şi se revine la vechile variabile,

C = x/|x|((x − y)(x + y)3)1/4.

Solve[xu′ + u == −(2− u)/(1− 2u), u′]{{

u′ → −
2(−1+u2)
(−1+2u)x

}}

integ1 = Integrate[(1− 2u)/(2(u∧2− 1)), u]

1
4
(−Log[1 − u] − 3Log[1 + u])

integ2 = Integrate[1/x, x]

Log[x]

Clear[x, t, y, u]

u = y/x
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y
x

etap = integ1

−1
4
Log

[
1 − y

x

]
− 3

4
Log

[
1 + y

x

]

solgen = integ2 − etap == Log[C]

Log[x] + 1
4

(
Log

[
1 − y

x

]
+ 3Log

[
1 + y

x

])
== Log[c]

Solve[integ2 − etap == Log[c], c]
{{

c → x
(

x−y
x

)1/4 (x+y
x

)3/4
}}

Am obţinut soluţia generală. Am explicitat constanta c pentru a

putea trasa graficele folosind comanda ContourPlot.

cval5 = Table[c, {c,−5., 4., 1}];

gp1 = ContourPlot[x∧2− 4x y + y∧2, {x,−6, 6}, {y,−4, 4},

ContourShading → False, Contours → cval5];

gp2 = ContourPlot[x/Abs[x] ((x− y)(x + y)∧3)∧{1/4}, {x,−6, 6},

{y,−4, 4}, ContourShading → False, Contours → cval5];

Show[gp1, gp2]
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Ecuaţii diferenţiale liniare de ordin n cu coeficienţi constanţi

O ecuaţie diferenţială liniară de ordin n cu coeficienţi constanţi este o

ecuaţie de forma:

x(n)(t) + a1x
(n−1)(t) + ∙ ∙ ∙ + an−1x

′(t) + anx(t) = f(t) (15.0.1)

unde a1, a2, . . . , an ∈ R, f este o funcţie continuă de la un interval

nevid deschis I ı̂n R, iar x ∈ Cn(I,R) funcţia necunoscută.

Soluţia generală a ecuaţiei (15.0.1) este formată din suma dintre

soluţia generală a ecuaţiei omogene şi o soluţie particulară a ecuaţiei

neomogene, adică de forma

x(t, c1, . . . , cn) =
n∑

i=1

cixi(t) + xp(t); ci ∈ R, i = 1, n, (15.0.2)

unde x1, x2, . . . , xn sunt n soluţii liniar independente ale ecuaţiei omo-
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gene iar xp este o soluţie particulară a ecuaţiei neomogene.

Exemplul 15.0.3 a) Să se verifice că funcţiile {e−3t, e−t, et} sunt

liniar independente.

b) Să se determine soluţia generală a ecuaţiei

x′′′(t) + 3x′′(t) − x′(t) − 3x(t) = 0.

a) Verificarea liniarei independenţe se face calculând wronskianul

acestor funcţii.

linia1 = {Exp[−3t], Exp[−t], Exp[t]}

linia2 = D[linia1, t]

linia3 = D[linia2, t]

{e−3t, e−t, et}

{−3e−3t,−e−t, et}

{9e−3t, e−t, et}

matw = {linia1, linia2, linia3};

matw//MatrixForm













e−3t e−t et

−3e−3t −e−t et

9e−3t e−t et















wrons = Det[matw]

16e−3t
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Deoarece wronskianul este diferit de zero pe mulţimea numerelor

reale, rezultă că funcţiile sunt liniar independente.

b) Rezolvăm ecuaţia.

ecn3 = x”’[t] + 3x”[t] − x′[t] − 3x[t] == 0

DSolve[ecn3, x[t], t]

−3x[t] − x′[t] + 3x′′[t] + x(3)[t] == 0

{{x[t] → e−3tC[1] + e−tC[2] + etC[3]}}

Impunem condiţii iniţiale şi obţinem soluţia unică a problemei

Cauchy.




x′′′(t) + 3x′′(t) − x′(t) − 3x(t) = 0,

x(0) = 0, x′(0) = 1, x′′(0) = −1.

ecn2 = x”’[t] + 3x”[t] − x′[t] − 3x[t] == 0;

sol2 = DSolve[{ecn2, x[0]==0, x′[0]==1, x”[0]== − 1}, x[t], t]
{{

x[t] → 1
8
e−3t (−1 − 2e2t + 3e4t)

}}

Trasăm graficul soluţiei determinate.

Plot[x[t]/.sol2, {t, 0, 2}]
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Prezentăm exemple de rezolvare a ecuaţiilor diferenţiale omogene

clasificate după natura rădăcinilor polinomului caracteristic.
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Cazul rădăcinilor reale şi distincte este prezentat ı̂n exemplul 15.0.3.

Exemplul 15.0.4 Să se determine soluţiile generale ale ecuaţiilor

a) x′′′(t) − 3x′′(t) + 3x′(t) − x(t) = 0.

b) x(V )(t) − x(IV )(t) − x′(t) + x(t) = 0, x′′′′(t) − x′′(t) + x(t) = 0.

c) x(IV )(t) + 2x′′(t) + x(t) = 0.

a) cazul rădăcinilor reale şi multiple,

ecn4 = x”’[t] − 3x”[t] + 3x′[t] − x[t] == 0;

DSolve[ecn4, x[t], t]

{{x[t] → etC[1] + ettC[2] + ett2C[3]}}

b) cazul rădăcinilor complexe simple,

ecn5 = x””’[t] − x””[t] − x′[t] + x[t] == 0;

DSolve[ecn5, x[t], t]

{{x[t] → e−tC[3] + etC[4] + ettC[5] + C[1]Cos[t] + C[2]Sin[t]}}

eqn51 = x””[t] − x”[t] + x[t] == 0;

DSolve[eqn51, x[t], t]
{{

x[t] → e
√
3t
2 C[2]Cos

[
t
2

]
+ e−

√
3t
2 C[4]Cos

[
t
2

]
+ e−

√
3t
2 C[1]Sin

[
t
2

]
+

e
√
3t
2 C[3]Sin

[
t
2

]}}

c) cazul rădăcinilor complexe multiple,

eqn5 = x””[t] + 2x”[t] + x[t] == 0;

DSolve[eqn5, x[t], t]

{{x[t] → C[1]Cos[t] + tC[2]Cos[t] + C[3]Sin[t] + tC[4]Sin[t]}}
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Exemplul 15.0.5 Să se rezolve ecuaţia neomogenă de mai jos şi să se

traseze graficul soluţiei problemei Cauchy.

x′′(t) + x(t) =
1

cost
, t 6= (2k + 1)

π

2
.

x(0) = 1, x′(0) = 0.

ecn6 = x”[t] + x[t] == 1/Cos[t];

sol6 = DSolve[{ecn6, x[0] == 1, x′[0] == 0}, x[t], t]

{{x[t] → Cos[t] + Cos[t]Log[Cos[t]] + tSin[t]}}

Plot[x[t]/.sol6, {t, 0, 40}]

10 20 30 40

30

20

10

10

20

30

40

Analiza graficului ne permite să tragem concluzii asupra mulţimii

pe care ecuaţia diferenţială nu are soluţii.

Exemplul 15.0.6 Să se rezolve ecuaţiile diferenţiale neomogene şi să

se traseze graficele ı̂n cazurile c), d) şi e).

a) x(IV )(t) − 4x′′(t) = 8t2,

b) x′′(t) − 6x′(t) + 9x(t) = t2e3t,

c)x′′(t) +
1

4
x(t) = cosec

t

2
, t 6= 2kπ,

d) x′′(t) + x(t) = tg t, t 6= (2k + 1)π/2,

e) x′′(t) + x(t) =
1

cos 2t
√

cos 2t
, t ∈ (2kπ −

π

2
, 2kπ +

π

2
), k ∈ Z.
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15. ECUAŢII DIFERENŢIALE LINIARE DE ORDIN N CU COEFICIENŢI CONSTANŢI

a) ecn7 = x′′′′[t] − 4x′′[t] == 8t∧2;

DSolve[ecn7, x[t], t]
{{

x[t] → 1
6

(
−3t2 − t4 + 3

2
e2tC[1] + 3

2
e−2tC[2]

)
+ C[3] + tC[4]

}}

b) ecn8 = x”[t] − 6x′[t] + 9 x[t] == t∧2Exp[3t];

DSolve[ecn8, x[t], t]
{{

x[t] → 1
12

e3tt4 + e3tC[1] + e3ttC[2]
}}

c) ecn9 = x”[t] + 1/4x[t] == Csc[t/2];

sol9 = DSolve[ecn9, x[t], t]

{{x[t] → C[1]Cos[ t
2
] + C[2]Sin[ t

2
] − 2(tCos[ t

2
]

−2Log[Sin[ t
2
]]Sin[ t

2
])}}

mgraf = Table[sol9[[1, 1, 2]]/.{C[1]->i,C[2] → j}, {i,−5, 10, 5},

{j,−5, 10, 5}];

Plot[Evaluate[mgraf], {t, 0, 15}]

5 10 15 20 25 30

40

20

20

40
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Observăm că ecuaţia nu are soluţie pe intervalul pe care ln(sin(t/2))

nu este definit.

d) Clear[C1, C2, x, t, u1, u2]

ecn11 = x”[t] + x[t] == Tan[t];

sol11 = DSolve[{ecn11, x[0] == 0, x′[0] == 0}, x[t], t]

{{x[t] → Cos[t]Log[Cos[ t
2
]

− Sin[ t
2
]] − Cos[t]Log[Cos[ t

2
] + Sin[ t

2
]] +Sin[t]}}

sol11[[1, 1, 2]]

Cos[t]Log
[
Cos

[
t
2

]
− Sin

[
t
2

]]
− Cos[t]Log

[
Cos

[
t
2

]
+ Sin

[
t
2

]]
+ Sin[t]

mgraf1 = Table[sol11[[1, 1, 2]]/.{C[1]->i, C[2] → j}, {i,−1, 1, 1},

{j,−1, 1, 1}];

Plot[Evaluate[mgraf1], {t, 0, 35}]

5 10 15 20 25 30 35

1.0

0.5

0.5

1.0

e) Clear[x, t, u1, u2, x1, x2]

ecn12 = x”[t] + x[t] == 1/(Cos[2t]Sqrt[Cos[2t]]);

DSolve[ecn12, x[t], t]{{

x[t] → C[1]Cos[t] + C[2]Sin[t] + −Cos[t]2+Sin[t]2√
Cos[2t]

}}
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Rezolvăm ecuaţia folosind metoda variaţiei constantelor:

-rezolvăm ecuaţia omogenă, verificăm dacă soluţiile găsite formează

un sistem fundamental de soluţii şi scriem soluţia generală a ecuaţiei

omogene,

ecn14 = x”[t] + x[t] == 0;

DSolve[ecn14, x[t], t]

{{x[t] → C[1]Cos[t] + C[2]Sin[t]}}

wron = Det[{{x1[t], x2[t]}, {x1′[t], x2′[t]}}]//Simplify

1

-aplicăm metoda variaţiei constantelor, rezolvăm sistemul cores-

punzător,

f[t ] = 1/(Cos[2t]Sqrt[Cos[2t]])

x1[t ] = Cos[t]

x2[t ] = Sin[t]

1
Cos[2t]3/2

Cos[t]

Sin[t]

sol14 = Solve[{x1[t]u1′[t] + x2[t]u2′[t] == 0, x1′[t]u1′[t] + x2′[t]

u2′[t] == f[t]}, {u1′[t], u2′[t]}]
{{

u1′[t] → − Sin[t]

Cos[2t]3/2(Cos[t]2+Sin[t]2)
, u2′[t] → Cos[t]

Cos[2t]3/2(Cos[t]2+Sin[t]2)

}}

-integrăm soluţiile sistemului,

sol14[[1, 1, 2]]

sol14[[1, 2, 2]]
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− Sin[t]

Cos[2t]3/2(Cos[t]2+Sin[t]2)

Cos[t]

Cos[2t]3/2(Cos[t]2+Sin[t]2)

u1[t ] = Integrate[sol14[[1, 1, 2]], t]

u2[t ] = Integrate[sol14[[1, 2, 2]], t]

− Cos[t]√
Cos[2t]

Sin[t]√
Cos[2t]

-scriem soluţia generală,

solgen1 = x[t] = C[1]x1[t] + C[2]x2[t] + x1[t]u1[t] + x2[t]u2[t]

//Simplify

C[1]Cos[t] −
√

Cos[2t] + C[2]Sin[t]

-trasăm graficul soluţiei pentru diferite valori ale constantei,

mgraf2 = Table[x[t]/.{C[1]->i, C[2] → j}, {i,−1, 4, 3}, {j,−1, 5, 3}];

Plot[Evaluate[mgraf2], {t, 0, 25}]

5 10 15 20 25

4

2

2

4

Aproximări numerice pentru soluţiile ecuaţiilor diferenţiale se pot

obţine cu ajutorul comenzii NDSolve. Această comandă se foloseşte

dacă nu s-a putut găsi soluţia ecuaţiei diferenţiale cu ajutorul comenzii

DSolve sau cu metode specifice teoriei ecuaţiilor diferenţiale combinate
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cu Mathematica. Utilizând această comandă se obţine o aproximaţie

a ecuaţiei diferenţiale pe intervalul pe care dorim. Este indicat să se

studieze ı̂n prealabil existenţa şi unicitatea soluţiei ecuaţiei pe intervalul

specificat. Rezultatul aproximării este dat ı̂n termenii de Interpolat-

ingFunction.

Exemplul 15.0.7 Să se aproximeze soluţia ecuaţiei diferenţiale

x′(t) = sin(2t − x(t)), x(0) = 1.

Să se traseze graficul soluţei aproximative şi să se calculeze valoarea

ı̂n punctul t = −0.5.

Analizăm existenţa şi unicitatea suluţiei. Considerăm domeniul

[−2, 2]×] − 1, 1]. Funcţia din membrul al doilea, f(t, x) = sin(t − x),

este continuă pe [−2, 2] × [−1, 1]. Deoarece ∂f(t,x)
∂x

= − cos(t − x),

| ∂f(t,x)
∂x

|≤ 1 atunci funcţia f satisface condiţia Lipschitz având con-

stanta egală cu 1. Soluţia ecuaţiei diferenţiale există şi este unică pe

intervalul [−1, 1], min{2, 1} = 1.

sol0 = NDSolve[{x′[t] == Sin[2t− x[t]], x[0] == 1}, x[t], {t,−1, 1}]

{{x[t] → InterpolatingFunction[{{−1., 1.}}, <>][t]}}

Plot[x[t]/.sol0, {t,−1, 1}]

1.0 0.5 0.5 1.0

1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
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Se poate obţine şi valoarea soluţiei aproximative ı̂ntr-un punct prin

secvenţa

approxSolution = x[t]/.NDSolve[{x′[t] == Sin[2t− x[t]], x[0] == 1},

x[t], {t,−1, 1}, WorkingPrecision → 25]/.t → −0.5

{1.45023}
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16

Sisteme diferenţiale de ordin ı̂ntâi cu coeficienţi constanţi

16.1 Rezolvarea sistemelor diferenţiale liniare de

ordin ı̂ntâi cu coeficienţi constanţi

Forma generală a sistemelor diferenţiale liniar de ordin ı̂ntâi cu

coeficienţi constanţi este:






y′
1(t) = a11y1(t) + a12y2(t) + ∙ ∙ ∙ + a1nyn(t) + b1(t)

y′
2(t) = a21y1(t) + a22y2(t) + ∙ ∙ ∙ + a2nyn(t) + b2(t)

∙ ∙ ∙

y′
n(t) = an1y1(t) + an2y2(t) + ∙ ∙ ∙ + annyn(t) + bn(t)

(16.1.1)

297



16. SISTEME DIFERENŢIALE DE ORDIN ÎNTÂI CU COEFICIENŢI CONSTANŢI

unde aij ∈ R, ∀i, j = 1, n, I ⊂ R iar yi ∈ C1(I,R), i = 1, n, sunt funcţii

necunoscute. Sistemul poate fi scris scris matriceal de forma:

y′(t) = Ay(t) + b(t). (16.1.2)

unde A = (aij)i,j=1,n este matricea sistemului, y,b vectori coloană cu

n componente, b este un vector de funcţii care reprezintă termenii

care dau caracterul de neomogeneitate a sistemului iar y este vectorul

fucţiilor necunoscute.

Exemplul 16.1.1 Să se determine soluţia generală a următoarelor

sisteme omogene şi neomogene:

a)






x′(t) = x(t) − y(t) + z(t)

y′(t) = x(t) + y(t) − z(t)

z′(t) = 2x(t) − y(t)

b)






x′(t) = 2x(t) + y(t) + et

y′(t) = −2x(t) + 2t.

c)






x′(t) = −x(t) + y(t) + z(t)

y′(t) = x(t) − y(t) + z(t)

z′(t) = x(t) + y(t) + z(t)
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d)






x′(t) = −y(t)

y′(t) = −y(t) − z(t) + t

z′(t) = −x(t) + y(t) − z(t)

,

e)






x′(t) = −2x(t) + y(t) + 3z(t) + et

y′(t) = 2y(t) − z(t) + e−2t

z′(t) = 2z(t) + 4

,

Utilizăm comanda DSolve pentru rezolvarea sistemelor. Sistemele

sunt scrise ı̂ntr-o acoladă ı̂n cadrul comenzii DSolve. Soluţia este

obţinută sub formă generală.

a) DSolve[{x′[t] == x[t] − y[t] + z[t],

y′[t] == x[t] + y[t] − z[t],

z′[t] == 2x[t] − y[t]}, {x[t], y[t], z[t]}, t]//Simplify

{{x[t] → 1
6
e−t((1 + 3e2t + 2e3t)C[1] − (−1 + et)(e2t(6C[2]

−4C[3]) − C[3] − etC[3])),

y[t] → 1
2
e−t((−1 + e2t)C[1] + e2t(2C[2] − C[3]) + C[3]),

z[t] → 1
6
e−t((−5 + 3e2t + 2e3t)C[1] + e2t(6C[2] − 3C[3]) + 5C[3]+

e3t(−6C[2] + 4C[3]))}

b) solsist2 = DSolve[{x′[t] == 2 x[t] + y[t] + Exp[t],

y′[t] == −2x[t] + 2t}, {x[t], y[t]}, t]//Simplify

{{x[t] → 1 + et + t + etC[1]Cos[t] + et(C[1] + C[2])Sin[t],
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y[t] → −1− 2et − 2t + etC[2]Cos[t] − et(2C[1] + C[2])Sin[t]}}

Sistemele pot fi rezolvate şi utilizând faptul că soluţia generală este

de forma

y(t) = e(t−t0)Ay0 +

t∫

t0

e(t−u)Ab(u)du, ∀t ∈ I. (16.1.3)

Rezolvarea se face calculând matricea exponenţială şi utilizând for-

mula:

etA = PetJP−1,

unde P este matricea modală iar J este forma Jordan (evident, poate

fi şi forma diagonală).

c) Etapele parcurse pentru rezolvarea sistemului diferenţial omogen:

-definim matricea sistemului,

ma = {{−1, 1, 1}, {1,−1, 1}, {1, 1, 1}};

-calculăm matricea modală P şi forma Jordan J , folosind comanda

JordanDecomposition. Am pus ı̂n evidenţă matricele modale şi ma-

tricea Jordan.

{P, J} = JordanDecomposition[ma]

{{{−1,−1, 1}, {1,−1, 1}, {0, 1, 2}}, {{−2, 0, 0}, {0,−1, 0}, {0, 0, 2}}}

P//MatrixForm










−1 −1 1

1 −1 1

0 1 2











J//MatrixForm
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−2 0 0

0 −1 0

0 0 2











-calculăm etA = PetJP−1,

mexp = P.MatrixExp[tJ].Inverse[P];

mexp//MatrixForm










e−2t

2
+ e−t

3
+ e2t

6
−1

2
e−2t + e−t

3
+ e2t

6
− e−t

3
+ e2t

3

−1
2
e−2t + e−t

3
+ e2t

6
e−2t

2
+ e−t

3
+ e2t

6
− e−t

3
+ e2t

3

− e−t

3
+ e2t

3
− e−t

3
+ e2t

3
e−t

3
+ 2e2t

3











-scriem soluţia generală,

c = {c1, c2, c3};

solgen = mexp.c//MatrixForm










c2
(
−1

2
e−2t + e−t

3
+ e2t

6

)
+ c1

(
e−2t

2
+ e−t

3
+ e2t

6

)
+ c3

(
− e−t

3
+ e2t

3

)

c1
(
−1

2
e−2t + e−t

3
+ e2t

6

)
+ c2

(
e−2t

2
+ e−t

3
+ e2t

6

)
+ c3

(
− e−t

3
+ e2t

3

)

c1
(
− e−t

3
+ e2t

3

)
+ c2

(
− e−t

3
+ e2t

3

)
+ c3

(
e−t

3
+ 2e2t

3

)











d) Pentru sisteme neomogene se parcurg etapele anterioare şi ı̂n

plus calculăm
t∫

t0

e(t−s)Ab(s)ds.

Clear[ma1, b1, P1, J1, mexp1]

ma1 = {{0,−1, 0}, {0,−1,−1}, {−1, 1,−2}};
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b1[t ] = {0, t, 0};

{P1, J1} = JordanDecomposition[ma1];

P1//MatrixForm










1 1 1

1 0 0

0 −1 0











J1//MatrixForm










−1 1 0

0 −1 1

0 0 −1











mexp1[t ] = P1.MatrixExp[tJ1].Inverse[P1];

%//MatrixForm










e−t + e−tt + 1
2
e−tt2 −e−tt − 1

2
e−tt2 1

2
e−tt2

1
2
e−tt2 e−t − 1

2
e−tt2 −e−tt + 1

2
e−tt2

−e−tt e−tt e−t − e−tt











tl = Integrate[mexp1[t− s].b1[s], {s, 0, t}]
{
5 − 2t − 1

2
e−t(10 + t(6 + t)), 2 − 1

2
e−t(2 + t)2,−2 + t + e−t(2 + t)

}

%//MatrixForm

-scriem soluţia generală,
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5 − 2t − 1
2
e−t(10 + t(6 + t))

2 − 1
2
e−t(2 + t)2

−2 + t + e−t(2 + t)











c = {c1, c2, c3};

solgen = mexp1[t].c;

%//MatrixForm










1
2
c3e−tt2 + c2

(
−e−tt − 1

2
e−tt2

)
+ c1

(
e−t + e−tt + 1

2
e−tt2

)

1
2
c1e−tt2 + c2

(
e−t − 1

2
e−tt2

)
+ c3

(
−e−tt + 1

2
e−tt2

)

−c1e−tt + c2e−tt + c3 (e−t − e−tt)











ss = solgen + tl;

//MatrixForm














5 − 2t + 1
2
c3e−tt2 + c2

(
−e−tt − 1

2
e−tt2

)
+ c1

(
e−t + e−tt + 1

2
e−tt2

)
−

−1
2
e−t(10 + t(6 + t))

2 + 1
2
c1e−tt2 − 1

2
e−t(2 + t)2 + c2

(
e−t − 1

2
e−tt2

)
+ c3

(
−e−tt + 1

2
e−tt2

)

−2 + t − c1e−tt + c2e−tt + e−t(2 + t) + c3 (e−t − e−tt)















d) ma2 = {{−1, 1, 1}, {1,−1, 1}, {1, 1, 1}};

b2[t ] = {Exp[t], Exp[3t], 4};

{P2, J2} = JordanDecomposition[ma2]

{{{−1,−1, 1}, {1,−1, 1}, {0, 1, 2}}, {{−2, 0, 0}, {0,−1, 0}, {0, 0, 2}}}
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P2//MatrixForm











−1 −1 1

1 −1 1

0 1 2











J2//MatrixForm











−2 0 0

0 −1 0

0 0 2











mexp2[t ] = P2.MatrixExp[tJ2].Inverse[P2];

mexp2[t]//MatrixForm











e−2t

2
+ e−t

3
+ e2t

6
−1

2
e−2t + e−t

3
+ e2t

6
− e−t

3
+ e2t

3

−1
2
e−2t + e−t

3
+ e2t

6
e−2t

2
+ e−t

3
+ e2t

6
− e−t

3
+ e2t

3

− e−t

3
+ e2t

3
− e−t

3
+ e2t

3
e−t

3
+ 2e2t

3











fg1[s , t ] = mexp2[t− s].b2[s];

%//MatrixForm
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e3s
(

es−t

3
− 1

2
e−2(−s+t) + 1

6
e2(−s+t)

)
+ es

(
es−t

3
+ 1

2
e−2(−s+t) + 1

6
e2(−s+t)

)

+4
(
− es−t

3
+ 1

3
e2(−s+t)

)

es
(

es−t

3
− 1

2
e−2(−s+t) + 1

6
e2(−s+t)

)
+ e3s

(
es−t

3
+ 1

2
e−2(−s+t) + 1

6
e2(−s+t)

)

+4
(
− es−t

3
+ 1

3
e2(−s+t)

)

es
(
− es−t

3
+ 1

3
e2(−s+t)

)
+ e3s

(
− es−t

3
+ 1

3
e2(−s+t)

)

+4
(

es−t

3
+ 2

3
e2(−s+t)

)























t2 = Integrate[fg1[s, t], {s, 0, t}];

%//MatrixForm











1
60

(−120 − 4e−2t + 65e−t + 10et + 40e2t + 9e3t)

1
60

(−120 + 4e−2t + 65e−t − 10et + 40e2t + 21e3t)

1
12

(−13e−t − 6et + 16e2t + 3e3t)











c = {c1, c2, c3};

solgen = mexp2[t].c;

%//MatrixForm











c2
(
−1

2
e−2t + e−t

3
+ e2t

6

)
+ c1

(
e−2t

2
+ e−t

3
+ e2t

6

)
+ c3

(
− e−t

3
+ e2t

3

)

c1
(
−1

2
e−2t + e−t

3
+ e2t

6

)
+ c2

(
e−2t

2
+ e−t

3
+ e2t

6

)
+ c3

(
− e−t

3
+ e2t

3

)

c1
(
− e−t

3
+ e2t

3

)
+ c2

(
− e−t

3
+ e2t

3

)
+ c3

(
e−t

3
+ 2e2t

3

)











ss = solgen + t2;
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e) ma21 = {{2, 1, 3}, {0, 2,−1}, {0, 0, 2}};

b21[t ] = {Exp[t], Exp[−2t], 4};

{P21, J21} = JordanDecomposition[ma21]

{{{1, 0, 0}, {0, 1, 3}, {0, 0,−1}}, {{2, 1, 0}, {0, 2, 1}, {0, 0, 2}}}

P21//MatrixForm











1 0 0

0 1 3

0 0 −1











J21//MatrixForm










2 1 0

0 2 1

0 0 2











mexp21[t ] = P21.MatrixExp[tJ21].Inverse[P21];

mexp21[t]//MatrixForm










e2t e2tt 3e2tt − 1
2
e2tt2

0 e2t −e2tt

0 0 e2t











fg11[s , t ] = mexp21[t− s].b21[s];

%//MatrixForm
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es+2(−s+t) + e−2s+2(−s+t)(−s + t)+

+4
(
3e2(−s+t)(−s + t) − 1

2
e2(−s+t)(−s + t)2

)

e−2s+2(−s+t) − 4e2(−s+t)(−s + t)

4e2(−s+t)















t21 = Integrate[fg11[s, t], {s, 0, t}];
%//MatrixForm











1
16

(56 + e−2t − 16et + e2t(−41 + 4(29 − 4t)t))

−1 + e2t(1 − 2t) + Cosh[t]Sinh[t]

2 (−1 + e2t)











cs = {c1, c2, c3};

solgen21 = mexp21[t].cs;

%//MatrixForm











c1e2t + c2e2tt + c3
(
3e2tt − 1

2
e2tt2

)

c2e2t − c3e2tt

c3e2t











s21 = solgen21 + t21//MatrixForm
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c1e2t + c2e2tt + c3
(
3e2tt − 1

2
e2tt2

)
+

+ 1
16

(56 + e−2t − 16et + e2t(−41 + 4(29 − 4t)t))

−1 + c2e2t + e2t(1 − 2t) − c3e2tt + Cosh[t]Sinh[t]

c3e2t + 2 (−1 + e2t)















16.2 Studiul punctelor singulare

Studiul punctelor singulare va fi făcut pentru sisteme de forma






x′(t) = ax(t) + by(t)

y′(t) = cx(t) + dy(t).

(16.2.4)

Aceste sisteme, provenite din ecuaţia diferenţială

dy

dx
=

ax + by

cx + dy
,

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a b

c d

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

6= 0, (16.2.5)

au fost studiate de Poincaré şi constituie un model pentru cercetările

calitative asupra ecuaţiilor diferenţiale.

Clasificarea punctelor singulare, prezentată mai jos a fost formulată

tot de Poincaré. Studiul punctelor singulare ı̂l vom face pentru sistemul

(16.2.4) deoarece devine mai transparentă legătura dintre comportarea

curbelor integrale ı̂n jurul punctelor singulare şi stabilitatea soluţiei ba-

nale pentru sistemul studiat. Analiza o vom face ı̂n funcţie de rădăcinile

ecuaţiei
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det







a − λ b

c d − λ





 = 0. (16.2.6)

Ilustrăm prin exemple traiectoriile şi sensul de deplasare pe traiec-

torii ı̂n următoarele cazuri:

1. rădăcinile ecuaţiei (16.2.6) sunt reale, distincte şi de semne con-

trare. Punctul (0, 0) este punct de echilibru instabil şi se numeşte punct

şa,

Determinăm soluţia generală a sistemului.

ssis1 = DSolve[{x′[t] == x[t], y′[t] == −2y[t]}, {x[t], y[t]}, t]

//Simplify

{{x[t] → etC[1], y[t] → e−2tC[2]}}

x[t ] = ssis1[[1, 2, 2]]

y[t ] = ssis1[[1, 1, 2]]

e−2tC[2]

etC[1]

Pentru a desena traiectoriile, construim un tabel de funcţii, nu-

mit sist11, pentru diferite valori ale lui C[1] şi C[2], pe care le vom

ı̂nlocui cu i şi j, i şi j luând valori de la -4 la 10 cu pasul 3. Deoarece

sist11 conţine tabelul perechilor de funcţii x(t), y(t) sub forma unei

matrice, memorate linie după linie, utilizăm comanda Flatten pentru a

desfiinţa parantezele de linie, iar noul tabel ı̂l numim grafi1. Comanda

Short o utilizăm pentru a realiza o formă scurtă a tabelului grafi1,

eliminând eventualele repetiţii. Comanda ParametricPlot utilizată cu

lista grafi1 va genera graficul graf11. Opţiunea PlotRange o folosim

POSDRU/56/1.2/S/32768 – 309 – Matematică prin MATHEMATICA
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pentru a garanta că regiunea pe care se trasează graficele este drep-

tunghiul [−15, 15] × [−15, 15]. Pentru a desena direcţia câmpului de

vectori ataşat sistemului folosim comanda VectorPlot. Prin comenzile

din graf11 şi graf12 sunt desenate traiectoriile şi câmpul de vectori, iar

comanda Show le include pe acelaşi sistem de coordonate.

sist11 = Table[{x[t], y[t]}/.{C[1] → i, C[2] → j}, {i,−4, 10, 3},

{j,−4, 10, 3}]; grafi1 = Flatten[sist11, 1];

Short[grafi1, 2];

graf11 = ParametricPlot[Evaluate[grafi1], {t,−4, 4},

PlotRange → {{−15, 15}, {−15, 15}}];

graf21 = VectorPlot[{x,−2y}, {x,−15, 15}, {y,−15, 15}];

Show[graf11, graf21]

15 10 5 5 10 15

15

10

5

5

10

15

2. rădăcinile ecuaţiei (16.2.6) sunt reale, distincte şi ambele pozi-

tive. Originea (0, 0) este punct de echilibru instabil nod bidirecţional

instabil, comportarea fiind cea indicată ı̂n figura următoare depalsarea

pe traiectorie făcându-se dinspre origine pentru t crescător,
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ssis3 = DSolve[{x′[t] == 4x[t], y′[t] == 2y[t]}, {x[t], y[t]}, t]

//Simplify

{{x[t] → e4tC[1], y[t] → e2tC[2]}}

x[t ] = ssis3[[1, 2, 2]]

y[t ] = ssis3[[1, 1, 2]]

e2tC[2]

e4tC[1])

sist13 = Table[{x[t], y[t]}/.{C[1] → i, C[2] → j}, {i,−4, 6, 2},

{j,−4, 6, 2}]; grafi3 = Flatten[sist13, 1];

Short[grafi3, 2];

graf13 = ParametricPlot[Evaluate[grafi3], {t,−2, 2},

PlotRange → {{−15, 15}, {−15, 15}}];

graf23 = VectorPlot[{4x, 2y}, {x,−15, 15}, {y,−15, 15}];

Show[graf13, graf23]

15 10 5 5 10 15

15

10

5

5

10

15
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3. rădăcinile ecuaţiei (16.2.6) sunt reale, distincte şi ambele ne-

gative. Punctul (0, 0) este punct de echilibru asimptotic stabil, nod

bidirecţional stabil, depalsarea pe traiectorie făcându-se către origine

când t creşte de la −∞ la ∞.

ssis2 = DSolve[{x′[t] == −4x[t], y′[t] == −2y[t]}, {x[t], y[t]}, t]
//Simplify

{{x[t] → e−4tC[1], y[t] → e−2tC[2]}}
x[t ] = ssis2[[1, 2, 2]]

y[t ] = ssis2[[1, 1, 2]]

e−2tC[2]

e−4tC[1]

sist12 = Table[{x[t], y[t]}/.{C[1] → i, C[2] → j}, {i,−4, 6, 2},
{j,−4, 6, 2}];
grafi2 = Flatten[sist12, 1];

Short[grafi2, 2];

graf12 = ParametricPlot[Evaluate[grafi2], {t,−2, 2},
PlotRange → {{−10, 10}, {−10, 10}}];
graf22 = VectorPlot[{−4x,−2y}, {x,−10, 10}, {y,−10, 10}];
Show[graf12, graf22]

10 5 5 10

10

5

5

10

În cazurile 2. şi 3. curbele integrale sunt aceleaşi, dar sensul de
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parcurs este invers unul altuia (acest lucru observându-se uşor prin

schimbarea lui t ı̂n −t).

4. rădăcinile ecuaţiei (16.2.6) sunt reale, confundate şi negative şi

matricea sistemului diferenţial admite un singur vector propriu liniar

independent. Punctul (0, 0) este punct de echilibru unidirecţional sta-

bil, depalsarea pe traiectorie făcându-se către origine când t creşte,

ssis4 = DSolve[{x′[t] == −3x[t] − y[t], y′[t] == x[t] − y[t]},

{x[t], y[t]}, t]text//Simplify

{{x[t] → e−2t(C[1] − tC[1] − tC[2]), y[t] → e−2t(C[2] + t(C[1] + C[2]))}}

sist14 = Table[{ssis4[[1, 1, 2]], ssis4[[1, 2, 2]]}/.{C[1] → i, C[2] → j},

{i,−4, 6, 2}, {j,−4, 6, 2}];

grafi4 = Flatten[sist14, 1];Short[grafi4, 2];

graf14 = ParametricPlot[Evaluate[grafi4], {t,−2, 2},

PlotRange → {{−15, 15}, {−15, 15}}];

graf24 = VectorPlot[{−3x− y, x− y}, {x,−15, 15}, {y,−15, 15}];

Show[graf14, graf24]

15 10 5 5 10 15
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5. rădăcinile ecuaţiei (16.2.6) sunt reale, confundate şi pozitive şi
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matricea sistemului diferenţial admite un singur vector propriu. Punc-

tul (0, 0) este punct de echilibru unidirecţional instabil, depalsarea pe

traiectorie făcându-se dinspre origine când t creşte,

ssis5 = DSolve[{x′[t] == 3x[t] − y[t], y′[t] == x[t] + y[t]},

{x[t], y[t]}, t]//Simplify

{{x[t] → e2t((1 + t)C[1] − tC[2]), y[t] → e2t(t(C[1] − C[2]) + C[2])}}

sist15 = Table[{ssis5[[1, 1, 2]], ssis5[[1, 2, 2]]}/.

{C[1] → i, C[2] → j}, {i,−4, 6, 2}, {j,−4, 6, 2}];

grafi5 = Flatten[sist15, 1];Short[grafi5, 2];

graf15 = ParametricPlot[Evaluate[grafi5], {t,−2, 2},

PlotRange → {{−15, 15}, {−15, 15}}];

graf25 = VectorPlot[{3x− y, x + y}, {x,−15, 15}, {y,−15, 15}];

Show[graf15, graf25]
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6. rădăcinile ecuaţiei (16.2.6) sunt reale, confundate, negative

şi matricea sistemului diferenţial admite doi vectori proprii liniar

independenţi. Punctul (0, 0) este punct de echilibru unidirecţional
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stabil, depalsarea pe traiectorie, raze, făcându-se către origine când

t creşte,

ssis61 = DSolve[{x′[t] == −x[t], y′[t] == −y[t]}, {x[t], y[t]}, t]

//Simplify

{{x[t] → e−tC[1], y[t] → e−tC[2]}}

sist161 = Table[{ssis61[[1, 1, 2]], ssis61[[1, 2, 2]]}/.

{C[1] → i, C[2] → j}, {i,−4, 6, 2}, {j,−4, 6, 2}];

grafi61 = Flatten[sist161, 1];

Short[grafi61, 2];

graf161 = ParametricPlot[Evaluate[grafi61], {t,−2, 2},

PlotRange → {{−15, 15}, {−15, 15}}];

graf261 = VectorPlot[{−x,−y}, {x,−15, 15}, {y,−15, 15}];

Show[graf161, graf261]
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7. rădăcinile ecuaţiei (16.2.6) sunt reale, confundate, pozitive

şi matricea sistemului diferenţial admite doi vectori proprii liniar
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independenţi. Punctul (0, 0) este punct de echilibru unidirecţional in-

stabil, depalsarea pe traiectorie, raze, făcându-se dinspre origine când

t creşte,

ssis62 = DSolve[{x′[t] == x[t], y′[t] == y[t]}, {x[t], y[t]}, t]//Simplify

{{x[t] → etC[1], y[t] → etC[2]}}

sist162 = Table[{ssis62[[1, 1, 2]], ssis62[[1, 2, 2]]}/.

{C[1] → i, C[2] → j}, {i,−4, 6, 2}, {j,−4, 6, 2}];

grafi62 = Flatten[sist162, 1];

Short[grafi62, 2];

graf162 = ParametricPlot[Evaluate[grafi62], {t,−2, 2},

PlotRange → {{−15, 15}, {−15, 15}}];

graf262 = VectorPlot[{x, y}, {x,−15, 15}, {y,−15, 15}];

Show[graf162, graf262]
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8. rădăcinile ecuaţiei (16.2.6) sunt complexe cu partea reală poziti-

vă. Punctul (0, 0) este punct de echilibru nestabil, numit focar instabil.
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Traiectoriile sunt spirale. Sensul de deplasare pe spirale este dinspre

origine pentru t crescător.

ssis6 = DSolve[{x′[t] == 2y[t], y′[t] == −5x[t] + 2y[t]}, {x[t], y[t]}, t]

//Simplify
{{

x[t] → 1
3
et(3C[1]Cos[3t] − (C[1] − 2C[2])Sin[3t]),

y[t] → 1
3
et(3C[2]Cos[3t] + (−5C[1] + C[2])Sin[3t])

}}

sist16 = Table[{ssis6[[1, 1, 2]], ssis6[[1, 2, 2]]}/.

{C[1] → i, C[2] → j}, {i,−4, 6, 2}, {j,−4, 6, 2}];

grafi6 = Flatten[sist16, 1];Short[grafi6, 2];

graf16 = ParametricPlot[Evaluate[grafi6], {t,−2, 2},

PlotRange → {{−15, 15}, {−15, 15}}];

graf26 = VectorPlot[{2y,−5x + 2y}, {x,−15, 15}, {y,−15, 15}];

Show[graf16, graf26]
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9. rădăcinile ecuaţiei (16.2.6) sunt complexe cu partea reală nega-

tivă. Punctul (0, 0) este punct de echilibru asimptotic stabil, numit
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focar stabil. Traiectoriile sunt spirale logaritmice, depalsarea pe traiec-

torie făcându-se către origine pentru t crescător.

ssis7 = DSolve[{x′[t] == 2y[t], y′[t] == −5x[t] − 2y[t]}, {x[t], y[t]}, t]

//Simplify
{{

x[t] → 1
3
e−t(3C[1]Cos[3t] + (C[1] + 2C[2])Sin[3t]),

y[t] → 1
3
e−t(3C[2]Cos[3t] − (5C[1] + C[2])Sin[3t])

}}

sist17 = Table[{ssis7[[1, 1, 2]], ssis7[[1, 2, 2]]}/.

{C[1] → i, C[2] → j}, {i,−4, 6, 2}, {j,−4, 6, 2}];

grafi7 = Flatten[sist17, 1];Short[grafi7, 2];

graf17 = ParametricPlot[Evaluate[grafi7], {t,−2, 2},

PlotRange → {{−15, 15}, {−15, 15}}];

graf27 = VectorPlot[{2y,−5x− 2y}, {x,−15, 15}, {y,−15, 15}];

Show[graf17, graf27]
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10. rădăcinile ecuaţiei (16.2.6) sunt complexe cu partea reală nulă.

(0, 0) este punct de echilibru stabil, dar nu asimptotic stabil, numit

centru. Traiectoriile sunt curbe ı̂nchise, mărginite care conţin originea.
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ssis = DSolve[{x′[t] == −x[t] + 5y[t], y′[t] == −x[t] + y[t]},

{x[t], y[t]}, t]//Simplify

{{x[t] → C[1]Cos[2t] − (C[1] − 5C[2])Cos[t]Sin[t],

y[t] → 1
2
(2C[2]Cos[2t] + (−C[1] + C[2])Sin[2t])

}}

sist1 = Table[{ssis[[1, 1, 2]], ssis[[1, 2, 2]]}/.

{C[1] → i, C[2] → j}, {i,−1, 5, 2}, {j,−1, 8, 3}];

grafi = Flatten[sist1, 1];Short[grafi, 2];

graf1 = ParametricPlot[Evaluate[grafi], {t,−2, 2},

PlotRange → {{−20, 20}, {−25, 25}}];

graf2 = VectorPlot[{x− 5y, 2x− y}, {x,−20, 20}, {y,−25, 25}];

Show[graf1, graf2]

20 10 10 20

10

5

5

10

Observaţii 1. Clasificarea punctelor de echilibru ale sistemului

(16.2.4) este asociată cu clasificarea punctelor singulare ale ecuaţiei

(16.2.5), curbele integrale ale ecuaţiei (16.2.5) coincizând cu traiectori-

ile mişcărilor sistemului (16.2.4), punctul de echilibru x = 0, y = 0 a

sistemului (16.2.4) fiind punct singular al ecuaţiei (16.2.5).

2. Pentru sisteme de forma
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x′ = P (x, y)

y′ = Q(x, y)

(16.2.7)

s-a aplicat ”metoda primei aproximaţii”. Aproximaţia liniară a sis-

temului (16.2.7) se obţine dezvoltând ı̂n serie Taylor funcţiile P (x, y)

şi Q(x, y) ı̂n vecinătatea punctului (0, 0) şi neglijând termenii de ordin

mai mare sau egal cu doi. Se obţine astfel sistemul (16.2.4).

Teoremă lui H. Poincaré ne arată că intervenţia termenilor neliniari

ı̂n x şi y nu modifică tipul punctului singular determinat cu ajutorul

liniarizării şi, eventual, al unei translaţii, decât ı̂ntr-un singur caz, cazul

centrului, care se poate uneori transforma ı̂n focar.
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Transformata Laplace

Ideea de bază a calcului operaţional o reprezintă introducerea trans-

formărilor integrale. Avantajul acestei metode constă ı̂n aceea că re-

duce studiul unor ecuaţii diferenţiale sau sisteme de ecuaţii diferenţiale

la rezolvarea unor ecuaţii sau sisteme algebrice .

Vom defini o clasă de funcţii, clasa funcţiilor original şi fiecărei

funcţii original ı̂i vom asocia transformata ei Laplace care este o funcţie

imagine. Această asociere este inversabilă şi permite un transfer de

operaţii, astfel ı̂ncât unor operaţii asupra funcţiilor original să le cores-

pundă operaţii ”mai simple” ı̂ntre imaginile lor Laplace. Rezolvarea

unei ecuaţii diferenţiale cu ajutorul transformatei Laplace implică trei

etape:

1. ecuaţia diferenţială este transformată ı̂ntr-o ecuaţie algebrică;

2. se rezolvă ecuaţia algebrică ı̂n mulţimea funcţiilor imagine;

3. soluţia ecuaţiei algebrice, care este o funcţie imagine, este trans-

321
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formată ı̂ntr-o funcţie original.

O funcţie

f : R→ C

se numeşte funcţie original dacă:

(i) f(t) = 0, ∀ t < 0;

(ii) pe orice interval finit, f are cel mult un număr finit de discon-

tinuităţi iar ı̂n punctele de discontinuitate există limite laterale finite.

(iii) f are cel mult o creştere de tip exponenţial, adică există două

constante reale M ≥ 0 şi α astfel ı̂ncât:

|f(t)| ≤ Meαt, t > 0. (17.0.1)

Dacă funcţia f = f(t) satisface (17.0.1) pentru α, atunci această

inegalitate va fi satisfăcută pentru orice s ∈ C cu Real(s) > α.

Notăm cu s0 = inf {α : |f(t)| ≤ Meαt, t > 0} şi s0 se numeşte abscisă

de convergenţă (indice de creştere).

Fie f o funcţie original cu abscisa de convergenţă s0.

Fie Δ = {s ∈ C, Real(s) ≥ s0} . Funcţia F : Δ → C, definită prin

F (s) =

∞∫

0

e−stf(t) dt (17.0.2)

se numeşte transformata Laplace a funcţiei f sau imaginea prin trans-

formarea Laplace a funcţiei f şi se notează F (s) = L{f(t)}(s).

Pentru a utiliza transformata Laplace ı̂ncărcăm pachetul care

conţine comenzile acesteia. Se realiză prin

"LaplaceTransform"

LaplaceTransform
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după care se utilizaează comenzile LapaceTransform pentru a calcula

transformata Laplace a unor funcţii.

Exemplul 17.0.1 Să se calculeze transformata Laplace a funcţiilor

a) t3sin(3t),

b) e2t

c) (θ(t) − θ(t − 1))t2

d) t sin(at)

e) ett2 sin(3t)

LaplaceTransform[t∧3Sin[3t], t, s]
72(−9s+s3)

(9+s2)4

LaplaceTransform[UnitStep[t]Exp[2t], t, s]

1
−2+s

f[t ]:=UnitStep[t] − UnitStep[t− 1]

Plot[f[t], {t,−2, 3}]

2 1 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

g[t ]:=(UnitStep[t] − UnitStep[t− 1])t∧2

LaplaceTransform[g[t], t, s]

2
s3 −

e−s(2+2s+s2)
s3

lap1 = LaplaceTransform[tSin[at], t, s]
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2as
(a2+s2)2

Transformata Laplace a unei funcţii periodice nu poate fi calculată

decât folosind rezultatul: dacă f este o funcţie original periodică de

perioadă T > 0, atunci

L{f(t)}(s) = 1
1−e−sT

T∫

0

e−stf(t) dt.

Exemplul 17.0.2 Să se calculeze transformata Laplace a funcţiei pe-

riodice de perioadă T = 1, f(x) = 1 − x pentru x ∈ [0, 1).

Clear[f, g]

f[x ]:=1− x/;0 ≤ x<=1

f[x ]:=f[x− 1]/;x > 1

Plot[f[x], {x, 0, 5}, PlotRange → {0, 2}]

0 1 2 3 4 5

0.5

1.0

1.5

2.0

LaplaceTransform[f[t], t, s]

LaplaceTransform[f [t], t, s]

p1 = Integrate[(1− t)Exp[−st], {t, 0, 1}]
−1+e−s+s

s2

g[s ] = %
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−1+e−s+s
s2

p2 = InverseLaplaceTransform[g[s](1− Exp[−s]), s, t]

1−t−(−2+t)HeavisideTheta[−2+t]+(−3+2t)HeavisideTheta[−1+t]

Exemplul 17.0.3 Să se calculeze originalul funcţiilor:

a) F (s) = 2as
s2+a2 ,

b) F (s) = 2s
(s+2)2

,

c) F (s) + 2s
s4+s2+1

.

Folosim comanda InverseLaplaceTransform pentru determinarea in-

versei transformatei Laplace.

InverseLaplaceTransform
[

2as

(a2+s2)2
, s, t

]

tSin[at]

InverseLaplaceTransform
[

2s
(s+2)2

, s, t
]

−2e−2t(−1 + 2t)

InverseLaplaceTransform
[

2s
s4+s∧2+1

, s, t
]

2e−t/2(−1+et)Sin
[√

3t
2

]

√
3

Plot[%, {t, 0, 4}]

1 2 3 4

2

1

1

2

3
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Exemplul 17.0.4 Să se rezolve cu ajutorul transformatei Laplace

ecuaţia diferenţială

x′′(t) − 2x′(t) + 5x(t) = exp(t) cos(2t)

cu condiţiile iniţiale a) x(0) = x′(0) = 1 şi b) x(0) = a, x′(0) = b.

Pentru determinarea soluţiei unei ecuaţii diferenţiale cu ajutorul

transformatei Laplace se procedează astfel:

-se aplică transformata Laplace ecuaţiei diferenţiale; se obţine o

ecuaţie algebrică liniară de ordin ı̂ntâi ı̂n necunoscuta LaplaceTrans-

form[x[t], t, s].

Clear[x, t, lt1, lt2]

lt1 = LaplaceTransform[x”[t] − 2x′[t] + 5x[t] == Exp[t]Cos[2t], t, s]

5LaplaceTransform[x[t], t, s] + s2LaplaceTransform[x[t], t, s]−

2(sLaplaceTransform[x[t], t, s] − x[0]) − sx[0] − x′[0] == −1+s
4+(−1+s)2

-rezolvăm ecuaţia algebrică cu ajutorul comenzii Solve, necunoscuta

fiind LaplaceTransform[x[t], t, s].

lt2 = Solve[%, LaplaceTransform[x[t], t, s]]

{{LaplaceTransform[x[t], t, s] →

−1+s−10x[0]+9sx[0]−4s2x[0]+s3x[0]+5x′[0]−2sx′[0]+s2x′[0]

(5−2s+s2)2

}}

-soluţia se găseşte ı̂n lista de iesire lt2 cu ajutorul comenzilor de mai

jos,

lt2[[1, 1, 2]]

−1+s−10x[0]+9sx[0]−4s2x[0]+s3x[0]+5x′[0]−2sx′[0]+s2x′[0]

(5−2s+s2)2

-determinăm originalul funcţiei imagine compusă din elementele lis-

tei de iesire lt3, şi impunem condiţii iniţiale
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a) lt3 = lt2[[1, 1, 2]]/.{x[0] → 1, x′[0] → 1}//Simplify

−6+8s−3s2+s3

(5−2s+s2)2

lt3[[2]]

lt3[[1]]

−6 + 8s − 3s2 + s3

1
(5−2s+s2)2

InverseLaplaceTransform[lt3[[2]]lt3[[1]], s, t]//FullSimplify

1
4
et(4Cos[2t] + tSin[2t])

b) Determinăm soluţia ecuaţiei diferenţiale rezolvată anterior cu

transformata Laplace, dar cu condiţii oarecare, x(0) = a şi x′(0) = b.

lt3 = lt2[[1, 1, 2]]/.{x[0] → a, x′[0] → b}//Simplify
−1+s+b(5−2s+s2)+a(−10+9s−4s2+s3)

(5−2s+s2)2

lt3[[2]]

−1 + s + b (5 − 2s + s2) + a (−10 + 9s − 4s2 + s3)

lt3[[1]]

1
(5−2s+s2)2

InverseLaplaceTransform[lt3[[2]]lt3[[1]], s, t]//FullSimplify

1
4
et(4aCos[2t] + (−2a + 2b + t)Sin[2t])

Observăm că pentru a = 1 şi b = 1 regăsim soluţia ecuaţiei

diferenţiale de la punctul a).

Exemplul 17.0.5 Să se rezolve cu ajutorul transformatei Laplace
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următoarele sisteme diferenţiale:

a)






x′(t) = −2x(t) + y(t) + sin(t)

y′(t) = 4x(t) + 2y(t) + cos(t)

cu condiţiile iniţiale x(0) = 0, y(0) = 1.

b)






x′(t) = −x(t) + y(t) + z(t) + et

y′(t) = x(t) + y(t) + z(t) + e3t

z′(t) = x(t) + y(t) + z(t) + 4,

x(0) = y(0) = z(0) = 0.

a) LaplaceTransform[{x′[t] == −2x[t] − y[t] + Sin[t],

y′[t] == 4x[t] + 2y[t] + Cos[t]}, t, s]

{sLaplaceTransform[x[t], t, s] − x[0]

== 1
1+s2 − 2LaplaceTransform[x[t], t, s]−

LaplaceTransform[y[t], t, s], sLaplaceTransform[y[t], t, s] − y[0] == s
1+s2

+4LaplaceTransform[x[t], t, s] + 2LaplaceTransform[y[t], t, s]

Solve[%, {LaplaceTransform[x[t], t, s], LaplaceTransform[y[t], t, s]}]

{{LaplaceTransform[x[t], t, s] →

−2+2x[0]−sx[0]+2s2x[0]−s3x[0]+y[0]+s2y[0]
s2(1+s2)

,

LaplaceTransform[y[t], t, s] →
−4
(
− 1

1+s2
−x[0]

)
−(2+s)

(
− s

1+s2
−y[0]

)

s2

lt = %/.{x[0] → 0, y[0] → 1}//Simplify

{{LaplaceTransform[x[t], t, s] → − 3+s2

s2+s4 ,
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LaplaceTransform[y[t], t, s] → 6+3s+3s2+s3

s2+s4

lt[[1, 1, 2]]

− 3+s2

s2+s4

lt[[1, 2, 2]]

6+3s+3s2+s3

s2+s4

InverseLaplaceTransform[lt[[1, 1, 2]], s, t]//FullSimplify

−3t + 2Sin[t]

InverseLaplaceTransform[lt[[1, 2, 2]], s, t]//FullSimplify

3 + 6t − 2Cos[t] − 3Sin[t]

b) LaplaceTransform[{x′[t] == −x[t] + y[t] + z[t] + Exp[t],

y′[t]==x[t] − y[t] − z[t] + Exp[3t],

z′[t] == x[t] + y[t] + z[t] + 4}, t, s]

{sLaplaceTransform[x[t], t, s] − x[0]

== 1
−1+s

− LaplaceTransform[x[t], t, s]+}

LaplaceTransform[y[t], t, s] + LaplaceTransform[z[t], t, s],

sLaplaceTransform[y[t], t, s] − y[0] ==

1
−3+s

+ LaplaceTransform[x[t], t, s]−

LaplaceTransform[y[t], t, s] − LaplaceTransform[z[t], t, s],

sLaplaceTransform[z[t], t, s] − z[0] == 4
s

+ LaplaceTransform[x[t], t, s]+

LaplaceTransform[y[t], t, s] + LaplaceTransform[z[t], t, s]

Solve[%, {LaplaceTransform[x[t], t, s], LaplaceTransform[y[t], t, s],
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LaplaceTransform[z[t], t, s]}]

{{LaplaceTransform[x[t], t, s] →

−−12+17s−2s2−s3−3s2x[0]+4s3x[0]−s4x[0]−3sy[0]+4s2y[0]−s3y[0]−3sz[0]+4s2z[0]−s3z[0]
(−3+s)(−1+s)2s(2+s)

,

LaplaceTransform[y[t], t, s] →

−(4 − 9s + 4s2 − s3 + 6x[0] − 11sx[0] + 6s2x[0] − s3x[0] +

6y[0] − 8sy[0] −s2y[0] + 4s3y[0] − s4y[0] + 3sz[0] − 4s2z[0] + s3z[0])

/((−3 + s)(−1 + s)2s(2 + s)),

LaplaceTransform[z[t], t, s] →

−
(−2−s)( 1

−1+s
+x[0]−(1+s)(− 4

s
−z[0]))−(2+s)( 1

−3+s
− 4

s
+y[0]−z[0])

−2s+s2+s3 }}

lt = %/.{x[0] → 0, y[0] → 0, z[0] → 0}//Simplify

{{LaplaceTransform[x[t], t, s] → 12−17s+2s2+s3

(−3+s)(−1+s)2s(2+s)
,

LaplaceTransform[y[t], t, s] → −4+9s−4s2+s3

(−3+s)(−1+s)2s(2+s)
,

LaplaceTransform[z[t], t, s] →
2(4−7s+2s2)

(−3+s)(−1+s)2s
}}

lt[[1, 1, 2]]

12−17s+2s2+s3

(−3+s)(−1+s)2s(2+s)

lt[[1, 2, 2]]

−4+9s−4s2+s3

(−3+s)(−1+s)2s(2+s)

lt[[1, 3, 2]]
2(4−7s+2s2)

(−3+s)(−1+s)2s
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18

Probleme de mecanică exprimabile sub forma unor ecuaţii

diferenţiale

Formularea unei probleme de mecanică ı̂n limbajul ecuaţiilor

diferenţiale presupune stabilirea unor dependenţe matematice ı̂ntre

mărimi variabile şi derivatele lor până la un anumit ordin, ı̂mpreună cu

o serie de constrângeri pe care trebuie să le respecte soluţia respectivei

probleme. În ceea ce urmează vor fi prezentate câteva exemplificări ale

acestei proceduri de lucru.

18.1 Aruncarea oblică ı̂n câmp gravitaţional

(̂ın vid)

Ne propunem ca obiectiv analiza traiectoriei parcurse de un punct ma-

terial cu masa m aruncat ı̂n câmpul gravitaţional al Pământului pe o

335



18. PROBLEME DE MECANIC Ă EXPRIMABILE SUB FORMA UNOR ECUAŢII DIFERENŢIALE

direcţie care formează unghiul 0◦ < α0 < 90◦ cu orizontala (Fig. 18.1).

Figura 18.1: Aruncarea oblică a unui punct material ı̂n câmpul gravitaţional
al Pământului

Punctul de pornire ı̂n demersul nostru este reprezentat de principiul

al doilea al dinamicii, ~F = m~a. Neglijând rezistenţa opusă de aerul

atmosferic, ı̂n reperul cartezian xOy din Figura 18.1 această lege poate

fi exprimată prin ecuaţiile diferenţiale

m ẍ = 0, m ÿ + mg = 0, (18.1.1)

ı̂n care

x = x (t) , y = y (t) , t ≥ 0, (18.1.2)

sunt coordonatele punctului material la un moment oarecare t, iar

g este acceleraţia gravitaţională (a cărei variaţie cu altitudinea este

considerată nesemnificativă ı̂n cazul de faţă). Datorită coeficienţilor

constanţi, rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale (18.1.2) nu ridică dificultăţi.
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18.1. ARUNCAREA OBLIC Ă ÎN CÂMP GRAVITAŢIONAL ( ÎN VID)

Propriu-zis, prin două integrări succesive ı̂n raport cu variabila timp

rezultă soluţiile generale

x (t) = c1t + c2, y (t) = −
gt2

2
+ c3t + c4, c1, c2, c3, c4 ∈ R. (18.1.3)

Constantele c1, c2, c3 şi c4 se determină prescriind coordonatele

de lansare şi componentele vitezei iniţiale ale punctului mate-

rial (Fig. 18.1):

x (0) = 0, ẋ (0) = v0 cos α0,

y (0) = 0, ẏ (0) = v0 sin α0.

(18.1.4)

Aplicând aceste constrângeri relaţiilor generale (18.1.3), obţinem două

sisteme de ecuaţii algebrice ale căror soluţii sunt

c1 = v0 cos α0, c2 = 0, (18.1.5)

respectiv

c3 = v0 sin α0, c4 = 0. (18.1.6)

După ı̂nlocuirea expresiilor (18.1.5) – (18.1.6) ale constantelor de inte-

grare, formulele (18.1.3) devin

x (t) = v0 t cos α0, y (t) = −
gt2

2
+ v0 t sin α0, t ≥ 0. (18.1.7)

Ecuaţiile de mai sus definesc o traiectorie parametrizată. Condiţia

0◦ < α0 < 90◦ ne permite să explicităm timpul t din prima relaţie

(18.1.7):

t =
x

v0 cos α0

∙ (18.1.8)
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Procedând la ı̂nlocuirea lui t astfel exprimat ı̂n ultima dintre relaţiile

(18.1.7), vom obţine

y (x) = x

[

tg α0 −
gx

2 v2
0

(
1 + tg2 α0

)
]

, y ≥ 0. (18.1.9)

Formula (18.1.9) descrie o parabolă. Intersecţiile acestei curbe cu axa

Ox au abscisele x0 = 0 şi

xB =
v2

0 sin 2α0

g
∙ (18.1.10)

Coordonata xB este bătaia aruncării oblice (poziţia punctului B din

Figura 18.1). Timpul necesar pentru parcurgerea distanţei OB poate

fi determinat ı̂nlocuind expresia lui xB ı̂n relaţia (18.1.8). Se obţine

astfel formula

tB =
2 v0 sin α0

g
∙

Altitudinea maximă la care ajunge punctul material reprezintă ex-

tremul parabolei (18.1.9). Anulând derivata funcţiei y = y (x) definită

sub forma (18.1.9), rezultă ecuaţia

tg α0 −
g xA

v2
0

(
1 + tg2 α0

)
= 0.

Soluţia acesteia este abscisa maximului (punctul A din Figura 18.1):

xA =
xB

2
=

v2
0 sin 2α0

2 g
∙ (18.1.11)

Altitudinea corespunzătoare se obţine ı̂nlocuind xA definit ca mai sus

ı̂n ecuaţia (18.1.9):

yA =
v2

0 sin2 α0

2 g
∙ (18.1.12)
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De asemenea, timpul necesar deplasării până la ı̂nălţimea yA rezultă

prin ı̂nlocuirea expresiei (18.1.11) a lui xA ı̂n relaţia (18.1.8):

tA =
v0 sin α0

g
∙

Analizând formulele (18.1.10) şi (18.1.12), constatăm că atât bătaia

cât şi altitudinea aruncării sunt proporţionale cu pătratul vitezei de

lansare, dar depind şi de unghiul α0. Pentru v0 fixat, din (18.1.10)

rezultă că xB atinge o valoare maximă atunci când

α0 = α0,optim = 45◦.

Acestui unghi ı̂i corespunde bătaia (vezi (18.1.10))

xB,max = xB

(
α0,optim

)
=

v2
0

g
∙

Altitudinea maximă atinsă ı̂ntr-o astfel de aruncare rezultă prin

ı̂nlocuirea parametrului α0,optim ı̂n formula (18.1.12):

yA

(
α0,optim

)
=

v2
0

4g
∙

18.2 Abordarea problemei aruncării ı̂n vid cu

MATHEMATICA

Vom afla soluţia parametrică şi explicita a ecuaţiei diferenţiale, şi vom

vizualiza graficul ei. Pentru a veni ı̂n sprijinul cititorului, vom prezenta

comenzile MATHEMATICA in mod redondant.
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(*MATHEMATICA*)

ecuatia1 = {x”[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0Cos[α0]};ecuatia1 = {x”[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0Cos[α0]};ecuatia1 = {x”[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0Cos[α0]};

ecuatia2 = {y”[t] + g == 0, y[0] == 0, y′[0] == v0Sin[α0]};ecuatia2 = {y”[t] + g == 0, y[0] == 0, y′[0] == v0Sin[α0]};ecuatia2 = {y”[t] + g == 0, y[0] == 0, y′[0] == v0Sin[α0]};

sistem = {ecuatia1, ecuatia2};sistem = {ecuatia1, ecuatia2};sistem = {ecuatia1, ecuatia2};

necunoscute = {x[t], y[t]};necunoscute = {x[t], y[t]};necunoscute = {x[t], y[t]};

variabila = t;variabila = t;variabila = t;

solutia = {x[t], y[t]}/.DSolve[sistem, necunoscute, t][[1]];solutia = {x[t], y[t]}/.DSolve[sistem, necunoscute, t][[1]];solutia = {x[t], y[t]}/.DSolve[sistem, necunoscute, t][[1]];

Y [x ] = y = y/.Y [x ] = y = y/.Y [x ] = y = y/.

Solve[Eliminate[{x == solutia[[1]], y == solutia[[2]]},Solve[Eliminate[{x == solutia[[1]], y == solutia[[2]]},Solve[Eliminate[{x == solutia[[1]], y == solutia[[2]]},

t], y][[1]]//t], y][[1]]//t], y][[1]]// Simplify;Simplify;Simplify;

Print[“Solutia parametrica: ”, “ x(t) = ”, solutia[[1]]]Print[“Solutia parametrica: ”, “ x(t) = ”, solutia[[1]]]Print[“Solutia parametrica: ”, “ x(t) = ”, solutia[[1]]]

Print[“ ”, “ y(t) = ”, solutia[[2]]]Print[“ ”, “ y(t) = ”, solutia[[2]]]Print[“ ”, “ y(t) = ”, solutia[[2]]]

Print[“Solutia explicita: ”, “ y(x) = ”, Y [x]]Print[“Solutia explicita: ”, “ y(x) = ”, Y [x]]Print[“Solutia explicita: ”, “ y(x) = ”, Y [x]]

Solutia parametrica: x(t) = t v0 Cos [α0]

y(t) = 1
2
(−g t2 + 2 t v0 Sin [α0])

Solutia explicita: y(x) = −
g x2 Sec [α0]2

2v02
+ xTan[α0]

Pentru valorile: α0 = π/4;α0 = π/4;α0 = π/4; v0 = 1;v0 = 1;v0 = 1; g = 9.80665,g = 9.80665,g = 9.80665, folosind comanda

Plot, obţinem graficul următor
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18.3 Aruncarea oblică ı̂n câmp gravitaţional

(̂ın atmosferă)

Vom relua problema aruncării oblice ı̂n câmp gravitaţional luând ı̂n

considerare de această dată şi rezistenţa aerului atmosferic. Admitem

că forţa de frânare este proporţională cu viteza curentă a punctului

material. În această ipoteză, principiul al doilea al dinamicii se va

explicita sub forma

m ẍ + bẋ = 0, m ÿ + bẏ + mg = 0, (18.3.13)

unde b > 0 este rezistenţa aerului (presupusă constantă). Pen-

tru comoditatea calculelor, este convenabilă definirea coeficientului de

frânare γ =
b

m
. Cu ajutorul acestei mărimi, ecuaţiile (18.3.13) devin

ẍ + γẋ = 0, ÿ + γẏ + g = 0. (18.3.14)

Prima dintre ele are soluţia generală

x (t) = A0 + A1e
−γt, t ≥ 0, (18.3.15)
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unde A0 şi A1 sunt constante arbitrare. Cea de a doua dintre ecuaţiile

(18.3.14) are partea omogenă identică sub aspect formal cu prima

ecuaţie (18.3.14). Drept consecinţă, soluţia sa generală poate fi ex-

primată ca o sumă ı̂n care, alături de o componentă de tip (18.3.15),

intervine un termen adiţional de forma Ct:

y (t) = B0 + B1e
−γt + Ct, t ≥ 0. (18.3.16)

În expresia funcţiei y = y (t) , mărimile B0 şi B1 sunt constante ar-

bitrare. Cât priveşte parametrul C, el se determină impunând con-

strângerea ca a doua dintre ecuaţiile (18.3.14) să fie identic verificată

de soluţia (18.3.15). Rezultă astfel condiţia

γC + g = 0. (18.3.17)

Din (18.3.17) se deduce imediat

C = −
g

γ
∙

Înlocuind expresia lui C ı̂n (18.3.16), obţinem soluţia generală

y (t) = B0 + B1e
−γt −

gt

γ
, t ≥ 0. (18.3.18)

Constantele A0, A1, B0 şi B1 se determină impunând satisfacerea

condiţiilor iniţiale (18.1.4) de către funcţiile x = x (t) şi y = y (t)

definite sub forma (18.3.15), respectiv (18.3.18). Rezultă astfel două
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sisteme de ecuaţii algebrice ale căror soluţii sunt

A0 = −A1 = 1
γ
v0 cos α0,

B0 = −B1 = 1
γ

(
v0 sin α0 + g

γ

)
.

(18.3.19)

După ı̂nlocuirea expresiilor (18.3.19) ale constantelor de integrare, for-

mulele (18.3.15) şi (18.3.18) devin

x (t) =
1 − e−γt

γ
v0 cos α0, y (t) =

1 − e−γt

γ
v0 sin α0+

g

γ

(
1 − e−γt

γ
− t

)

,

(18.3.20)

pentru t ≥ 0. Ecuaţiile de mai sus definesc traiectoria parametrizată

a punctului material ı̂n prezenţa unei frânări exercitate de aerul at-

mosferic. Forma lor nu permite deducerea unei formule explicite

asemănătoare cu (18.1.9). De fapt, traiectoria perturbată de rezistenţa

aerului atmosferic nu mai coincide cu o parabolă (fig. 18.2). Se poate

totuşi demonstra că setul de formule (18.3.20) se apropie asimptotic de

soluţia (18.1.7) atunci când parametrul γ tinde spre zero.

Ecuaţiile (18.3.20) nu permit deducerea unei relaţii de calcul ex-

plicite pentru durata aruncării tB. Acest parametru poate fi determi-

nat doar prin calcul numeric. Propriu-zis, tB trebuie căutat ca soluţie

strict pozitivă a ecuaţiei y (tB) = 0, adică (vezi (18.3.20))

1 − e−γtB

γ
v0 sin α0 +

g

γ

(
1 − e−γtB

γ
− tB

)

= 0, tB > 0.

Odată cunoscut parametrul tB, prima dintre relaţiile (18.3.20) permite

evaluarea bătăii:

xB =
1 − e−γtB

γ
v0 cos α0.
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Durata deplasării ascendente tA şi coordonatele (xA, yA) ale punctu-

lui de altitudine maximă atins de-a lungul traiectoriei pot fi totuşi

calculate analitic. Parametrul tA se obţine anulând derivata funcţiei

y = y (t) definite de a doua dintre formulele (18.3.20). Rezultă astfel

ecuaţia

e−γtAv0 sin α0 +
g

γ

(
e−γtA − 1

)
= 0.

Soluţia sa este

tA =
1

γ
ln

(
γ

g
v0 sin α0 + 1

)

.

Coordonatele punctului de altitudine maximă rezultă prin ı̂nlocuirea

lui tA definit ca mai sus ı̂n formulele (18.3.20):

xA =
v2

0 sin 2α0

2 g( γ
g
v0 sin α0+1)

yA =
v2

0 sin2 α0

g( γ
g
v0 sin α0+1)

+ v0 sin α0

γ( γ
g
v0 sin α0+1)

− g
γ2 ln

(
γ
g
v0 sin α0 + 1

)
.
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Figura 18.2: Comparaţie ı̂ntre soluţia ideală (18.1.7) şi formulele (18.3.20)
care iau ı̂n considerare frânarea exercitată de aerul atmosferic (traiectoriile
reprezentate cu linii ı̂ntrerupte corespund unor valori diferite de zero ale
coeficientului rezistiv γ)
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18.4 Abordarea problemei aruncării ı̂n atmosferă

cu MATHEMATICA

Vom afla soluţia parametrică explicita a ecuaţiei diferenţiale, şi vom

vizualiza graficele pentru 20 de valori ale coeficientului de frânare.

(*MATHEMATICA*)

ecuatia1 =ecuatia1 =ecuatia1 =

{x”[t] + γx′[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0Cos[α0]};{x”[t] + γx′[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0Cos[α0]};{x”[t] + γx′[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0Cos[α0]};

ecuatia2ecuatia2ecuatia2

= {y”[t] + γy′[t] + g == 0, y[0] == 0, y′[0] == v0Sin[α0]};= {y”[t] + γy′[t] + g == 0, y[0] == 0, y′[0] == v0Sin[α0]};= {y”[t] + γy′[t] + g == 0, y[0] == 0, y′[0] == v0Sin[α0]};

sistem = {ecuatia1, ecuatia2};sistem = {ecuatia1, ecuatia2};sistem = {ecuatia1, ecuatia2};

necunoscute = {x[t], y[t]};necunoscute = {x[t], y[t]};necunoscute = {x[t], y[t]};

variabila = t;variabila = t;variabila = t;

solutia = {x[t], y[t]}/.DSolve[sistem, necunoscute, t][[1]];solutia = {x[t], y[t]}/.DSolve[sistem, necunoscute, t][[1]];solutia = {x[t], y[t]}/.DSolve[sistem, necunoscute, t][[1]];

Print[“Solutia: ”, “ x(t) = ”, solutia[[1]]]Print[“Solutia: ”, “ x(t) = ”, solutia[[1]]]Print[“Solutia: ”, “ x(t) = ”, solutia[[1]]]

Print[“ ”, “ y(t) = ”, solutia[[2]]]Print[“ ”, “ y(t) = ”, solutia[[2]]]Print[“ ”, “ y(t) = ”, solutia[[2]]]

Solutia: x(t) =
e−tγ (−1 + etγ) v0 Cos [α0]

γ

y(t) = −
e−tγ (g − etγg + etγg t γ + (v0 γ − etγ v0 γ) Sin [α0])

γ2
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Folosind comanda Plot vizualizăm graficele a 26 de soluţii pentru valori

ale coeficientului γ ı̂ntre 0.0 şi 0.25 şi pentru următoarele valori ale

parametrilor:

g = 9.80665;g = 9.80665;g = 9.80665; α0 = π/4;α0 = π/4;α0 = π/4; v0 = 100.v0 = 100.v0 = 100.

18.5 Mişcarea oscilatorului armonic liniar

Considerăm cazul unui punct material de masă m aflat ı̂n mişcare de-a

lungul axei Ox sub acţiunea forţei elastice

Fe = −kx, k > 0, k = const. (18.5.21)

În egalitatea de mai sus,

x = x (t) , t ≥ 0,

este coordonata punctului material la un moment oarecare t. Partic-

ularizând principiul al doilea al dinamicii pentru această problemă
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simplă, obţinem ecuaţia diferenţială

m ẍ + kx = 0, t ≥ 0. (18.5.22)

Pentru comoditatea calculelor, este convenabilă definirea aşa-numitei

pulsaţii proprii:

ω0 =

√
k

m
∙ (18.5.23)

Cu ajutorul acestei mărimi, (18.5.22) se va rescrie sub forma

ẍ + ω2
0 x = 0, t ≥ 0. (18.5.24)

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (18.5.24) este

x (t) = A1 sin ω0t + A2 cos ω0t, t ≥ 0, (18.5.25)

unde A1 şi A2 sunt constante care se pot determina impunând satis-

facerea a două condiţii iniţiale:

x (0) = 0, ẋ (0) = v0 > 0. (18.5.26)

Formula (18.5.25) poate fi oricând adusă la forma echivalentă

x (t) = A cos (ω0t + ϕ0) , t ≥ 0, (18.5.27)

unde

A =
√

A2
1 + A2

2

şi

ϕ0 = − arctg
A1

A2
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sunt amplitudinea, respectiv faza iniţială. Expresia (18.5.27) a soluţiei

generale este preferată, fiindcă mărimile A şi ϕ0 au o interpretare fizică

directă.

Aplicând constrângerile (18.5.26) soluţiei generale (18.5.27),

obţinem un sistem de două ecuaţii ı̂n necunoscutele A şi ϕ0 :

A cos ϕ0 = 0, −ω0A sin ϕ0 = v0.

Prin rezolvarea acestuia se obţine

A = v0

ω0

ϕ0 = −π
2
∙

(18.5.28)

După ı̂nlocuirea expresiilor (18.5.28) ale constantelor A şi ϕ0, formula

(18.5.27) devine

x (t) =
v0

ω0

cos
(
ω0t −

π

2

)
, t ≥ 0,

sau, dacă aplicăm proprietăţile funcţiilor trigonometrice,

x (t) =
v0

ω0

sin ω0t, t ≥ 0. (18.5.29)

Această ultimă relaţie defineşte soluţia particulară a ecuaţiei

diferenţiale (18.5.24) care verifică şi condiţiile la limită (18.5.26). For-

mula de mai sus descrie o mişcare armonică, pe care punctul material

o execută de o parte şi de alta a originii x = 0, cu perioada proprie

T0 =
2π

ω0

∙ (18.5.30)
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18.6 Abordarea problemei mişcării oscilatorului

liniar cu MATHEMATICA

Vom afla soluţia ecuaţiei diferenţiale, şi vom vizualiza graficul ei.

(*MATHEMATICA*)

solutia =solutia =solutia =

x[t]/.DSolve [{x”[t] + ω0
2x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0} , x[t], t] [[1]];x[t]/.DSolve [{x”[t] + ω0
2x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0} , x[t], t] [[1]];x[t]/.DSolve [{x”[t] + ω0
2x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0} , x[t], t] [[1]];

Print ["Solutia problemei x”[t]+ ω0
2x[t]==0, x[0]==0, x’[0]==v0 "]Print ["Solutia problemei x”[t]+ ω0
2x[t]==0, x[0]==0, x’[0]==v0 "]Print ["Solutia problemei x”[t]+ ω0
2x[t]==0, x[0]==0, x’[0]==v0 "]

Print[“este x(t) = ”, solutia]Print[“este x(t) = ”, solutia]Print[“este x(t) = ”, solutia]

Solutia problemei

x′′[t] + ω0
2x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0

este x(t) =
Sin [tω0] v0

ω0
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Obţinem graficul:

18.7 Mişcarea oscilatorului liniar amortizat

O situaţie mult mai frecvent ı̂ntâlnită ı̂n aplicaţii este aceea când

asupra punctului material de masă m acţionează nu numai forţa elas-

tică definită de ecuaţia (18.5.21), ci şi o forţă de frânare proporţională

cu viteza:

Fr = −bẋ, b > 0, b = const.

În acest caz, principiul al doilea al dinamicii se exprimă sub forma

ecuaţiei diferenţiale

m ẍ + bẋ + kx = 0, t ≥ 0. (18.7.31)

Din nou, pentru comoditatea calculelor, este convenabilă definirea

pulsaţiei proprii ω0 (vezi relaţia (18.5.23), precum şi a coeficientului

de amortizare

γ =
b

2m
∙ (18.7.32)
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Cu ajutorul acestor mărimi, (18.7.31) se va rescrie sub forma

ẍ + 2γ ẋ + ω2
0 x = 0, t ≥ 0. (18.7.33)

Soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale (18.7.33) este

x (t) = A1e
λ1t + A2e

λ2t, t ≥ 0, (18.7.34)

unde A1 şi A2 sunt constante care se determină impunând satisfac-

erea condiţiilor iniţiale (18.5.26), iar λ1 şi λ2 sunt soluţiile aşa-numitei

ecuaţii caracteristice,

λ2 + 2γλ + ω2
0 = 0,

deci

λ1 = −γ −
√

γ2 − ω2
0,

λ2 = −γ +
√

γ2 − ω2
0.

(18.7.35)

Punctul material va efectua o mişcare periodică numai atunci când

γ < ω0.

Pentru acest caz, soluţiile (18.7.35) se pot rescrie sub forma

λ1 = −γ − i ω,

λ2 = −γ + i ω,

unde

ω =
√

ω2
0 − γ2. (18.7.36)
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Soluţia generală (18.7.34) devine atunci

x (t) = e−γt
(
A1e

−iωt + A2e
iωt
)
, t ≥ 0. (18.7.37)

Întrucât putem găsi oricând două constante reale A şi ϕ0 care să garan-

teze satisfacerea egalităţilor

A1 =
A

2
e−iϕ0 , A2 =

A

2
eiϕ0 ,

relaţia (18.7.37) admite rescrierea sub forma echivalentă

x (t) = Ae−γt cos (ωt + ϕ0) , t ≥ 0. (18.7.38)

Aplicând constrângerile (18.5.26) soluţiei generale (18.7.38), obţinem

un sistem de două ecuaţii ı̂n necunoscutele A şi ϕ0 :

A cos ϕ0 = 0, −γA cos ϕ0 − ωA sin ϕ0 = v0.

Prin rezolvarea acestuia se obţine

A = v0

ω

ϕ0 = −π
2
∙

(18.7.39)

După ı̂nlocuirea expresiilor (18.7.39) ale constantelor A şi ϕ0,formula

(18.7.38) devine

x (t) =
v0

ω
e−γt cos

(
ωt −

π

2

)
, t ≥ 0,
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sau, dacă aplicăm proprietăţile funcţiilor trigonometrice,

x (t) =
v0

ω
e−γt sin ωt, t ≥ 0. (18.7.40)

Comparând soluţiile particulare (18.5.29) şi (18.7.40), constatăm

următoarele lucruri:

• amplitudinea mişcării oscilatorii amortizate scade exponenţial ı̂n

timp;

• pulsaţia mişcării oscilatorii amortizate este diferită de pulsaţia

proprie ω0 şi, implicit, perioada

T =
2π

ω

diferă de perioada proprie T0 (vezi relaţia (18.5.30)).

18.8 Abordarea problemei mişcării oscilatorului

liniar amortizat cu MATHEMATICA

Vom afla soluţia ecuaţiei diferenţiale şi vom vizualiza graficul ei.

(*MATHEMATICA*)

solutia = x[t]/.solutia = x[t]/.solutia = x[t]/.

DSolve [{x”[t] + 2γ x′[t] + (ω2 + γ2) x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0} ,DSolve [{x”[t] + 2γ x′[t] + (ω2 + γ2) x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0} ,DSolve [{x”[t] + 2γ x′[t] + (ω2 + γ2) x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0} ,

x[t], t][[1]]//ExpToTrig//TrigFactor//FullSimplify;x[t], t][[1]]//ExpToTrig//TrigFactor//FullSimplify;x[t], t][[1]]//ExpToTrig//TrigFactor//FullSimplify;

Print[”Solutia problemei”]Print[”Solutia problemei”]Print[”Solutia problemei”]

Print[ ” x′′[t] + 2γx′[t] + (ω2 + γ2)x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0 ”]Print[ ” x′′[t] + 2γx′[t] + (ω2 + γ2)x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0 ”]Print[ ” x′′[t] + 2γx′[t] + (ω2 + γ2)x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0 ”]

Print[” este x(t) = ”, solutia]Print[” este x(t) = ”, solutia]Print[” este x(t) = ”, solutia]
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Solutia problemei

x′′[t] + 2γx′[t] + (ω2 + γ2)x[t] == 0, x[0] == 0, x′[0] == v0

este x(t) =
e−tγ Sin[tω]v0

ω

Pentru: ω = π;ω = π;ω = π; v0 = 3;v0 = 3;v0 = 3; γ = .6;γ = .6;γ = .6; ω0 =
√

ω2 + γ2,ω0 =
√

ω2 + γ2,ω0 =
√

ω2 + γ2, obţinem grafi-

cul
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Curba Scarabeu, 64

Elicoid, 78

Elipsoid, 79, 80

Epicicloida, 48

Evolventa cercului, 52

Frontiera bilei Chebysev, 61

Frontiera bilei euclidiene, 59

Frontiera bilei Minkovski, 60

Generarea cicloida, 47

Hiperboloidul cu două pânze,
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